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Przedmowa

Istota matematyki zawiera sie w jej wolnosci. Profesor Pogonowski czesto
przywoluje to sformutowanie Georga Cantora. Gdybym miata w skrécie
scharakteryzowa¢ przedmiot naukowych dociekan na przestrzeni catego
naukowego zycia Pracownika Jerzego Pogonowskiego (jak czasami o sobie
moéwi), to powiedzialabym, ze Pracownik Jerzy Pogonowski zajmowat si¢
badaniem Wolnosci. I ze byly to, i sa réwniez dzi$, Pigkne Badania.
Ogromna rozpigto$¢ tematyczna, ale tez stylistyczna i jezykowa, tek-
stow zawartych w tym tomie jest odzwierciedleniem rozmaitosci zainte-
resowan Profesora Jerzego Pogonowskiego i — co tu duzo méwié — Jego
nietuzinkowej osobowosci. Tom otwieraja artykuly z zakresu algebry (Ivo
Diintsch i Wojciech Dzik) oraz unifikacji w logikach modalnych (Zofia Ko-
strzycka i Piotr Wojtylak). Kolejne dwa teksty — Mieczystawa Omyly oraz
Joanny Goliniskiej-Pilarek — dotycza logiki niefregowskiej, wprowadzone;j
do §wiatowej literatury przez Romana Suszke. Nastepne dwa artykuly —
Andrzeja Indrzejczaka i Andrzeja Wisniewskiego — po§wigcone sa pro-
bematyce feorii dowodu. Do tradycyjnych zagadnien logiki, tym razem
nazw, nawigzuje Anna Pietryga. Tekst Janusza Kaczmarka dotyczy for-
malnej ontologii, uprawianej przy pomocy narze¢dzi topologicznych. Ar-
tykuly Adama i Michata Kolanych mozna ulokowaé w dziedzinie logiki
obliczeniowej. Roman Murawski pisze o fundamentalnych zagadnieniach
filozofii matematyki, Wtadystaw Zabrocki — o intuicji jezykowej. Alfred
Majewicz opisuje m.in. fascynujaca historie¢ jezyka ningueiio oraz kilka in-
nych ciekawych dokonan Jubilata w zakresie jezykoznawstwa. Tekst Joanny
Grygiel dotyczy tolerancji — obiektow abstrakcyjnych stosowanych m.in.
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w jezykoznawstwie. Tekst Katarzyny Grygiel — logiki kombinatorycznej,
o ktérej duzo dowiemy si¢ z ksiazki Raymonda Smullyana przettumaczo-
nej na j. polski przez Jerzego Pogonowskiego. Robert Sochacki porusza
problematyke dydaktyki matematyki, ktdra jest bardzo bliska Jubilatowi
w ostatnich latach. Ostatni tekst zamieszczony w tym tomie jest pigknym
wspomnieniem Mirostawa Gérnego o wspélnych wedréwkach z Jerzym
Pogonowskim. We wszystkich wyszczegdlnionych tu dziedzinach wiedzy
Jerzy Pogonowski czuje si¢ swobodnie, w kazdej ma wazne osiagniecia —
jesli nie w postaci oryginalnego wktadu naukowego, to w formie opraco-
wari dydaktycznych, przektadéw cennych pozycji na jezyk polski, recenzji,
komentarzy. Nie umiatam inaczej podsumowac tej zaskakujacej nauko-
wej panoramy niz tytutem nadanym cze¢sci pierwszej: Od matematycznej
wolnosci po niewyrazalna tesknote (za modelem zamierzonym). Przypusz-
czam, ze kazdemu z nas — uczniéw, wspélpracownikéw, przyjaciét Profe-
sora Pogonowskiego — przychodzi do gtowy inny pomyst na podsumowanie
tej imponujacej dziatalnosci. . .

Wszystkiego najlepszego, Panie Profesorze!

Poznan,
paZdziernik 2021 Dorota Leszczyriska-Jasion



Koraliki Jerzego Pogonowskiego

Mariusz Urbanski

Skrzaty, ktére nizaja koraliki zdarzen, skutki po przyczynach, a ktére zwy-
kle zbiorczo nazywamy losem, lubia zaskakiwac. Czasem chodzi o Zarty,
a czasem o zwykle niespodzianki. Nawlekaja jeden za drugim, a potem si¢
przygladaja: ,,Nie spodziewates sig, co? A tu proszg”. Niezwykle uradowac
musial si¢ ten, ktéry w 2015 roku wpadl na pomyst, zeby Profesor Jerzy
Pogonowski podjatl prace w Zaktadzie Logiki i Kognitywistyki owcze-
snego Instytutu Psychologii na Wydziale Nauk Spofecznych Uniwersytetu
im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Wcze$niej chodziliSmy na semina-
ria do Zaktadu Profesora w Instytucie Jezykoznawstwa UAM, oczywiscie.
SpotykaliSmy Profesora na konferencjach — w Zakopanem, w Szklarskiej
Porebie, w Krakowie — od kiedy tylko zaczeliSmy na nie jeZdzi¢, bo przeciez
On byt na nich z naszego punktu widzenia od zawsze: z nowym pomystem,
Swiezym odkryciem, glebszym wgladem, mocny punkt programu tych spo-
tkarfi zarowno w wymiarze naukowym, jak i towarzyskim. CzytaliSmy Jego
prace — czasem odkrywajac je sami, ale réwnie czesto z polecenia bardziej
oczytanych kolezanek i kolegéw, bo przeciez: ,,a, jak o tym chcesz pisac, to
weZ najpierw przeczytaj taki artykut Pogonowskiego...”. Pogonowski prze-
wijat si¢ tez na zajeciach — a to na Wstepie do logiki bylo potrzeba dobrego
Zrédha do podstaw jezykoznawstwa, a to na Jezykoznawstwie ugruntowania
obliczeniowej refleksji, a to na kolejnych kursach logiki zaawansowanych
zadan (nieocenione tlumaczenie zbioru ¢wiczefi Lawrowa i Maksimowe;j!),
ato ttumaczen klasycznych niemieckich tekstéw matematycznych Hilberta,
Holdera, Heinego, Webera, Dedekinda, Cantora czy tez logicznych zaga-
dek Smullyana. Czasem Profesor siedziat jako recenzent na obronie roz-
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Mariusz Urbariski

prawy doktorskiej — co prawda nieco chmurny, bo jednak doktorant mégtby
wigcej rozumieé z tego, co si¢ don méwi (ta intelektualng krnabrnoscia
wykazywal si¢ akurat nizej podpisany), ale jednak zyczliwy.

Ta zyczliwo$¢, niepohamowana i szczera, to zreszta staly motyw opo-
wiesci o Jerzym Pogonowskim, zawsze tez idagca w parze z otwartoscia.
Pogonowski zawsze wystucha, choéby i najbardziej szalonego pomystu,
zawsze osadzi w historycznym kontekscie dzigki swojej przeogromnej eru-
dycji, zawsze wskaze, co by tu warto poprawi¢ albo doda¢, a tam ewentu-
alnie ujaé. Student, uczen, wspétpracownik — wszyscy sa tak samo wazni,
od wszystkich mozna si¢ czego$§ nauczy¢, kazdy wnosi w §wiat warto§¢
godng docenienia. ,,On sprawia, ze kazdy czuje si¢ istotny”, powiedziat
o Profesorze jeden z Jego studentéw. Doktadnie tak.

Otwarto$¢ ma tez inny aspekt — dzielenia si¢ ze Swiatem i to w kilku
wymiarach. Poczynajac od tego najprostszego, ktéry nie zawsze jest naj-
fatwiejszy, mianowicie méwienia tego, co si¢ mysli. Jerzy Pogonowski
potrafi by¢ subtelny jak nikt inny, jesli widzi powdd, ale jesli nie — to nie.
Otwarto$¢ to takze podejmowanie w pracy badawczej tematOw nieoczywi-
stych, takich jak na przyktad rozwazania o roli btedéw i btadzenia w nauce,
o wazkiej roli metafor i intuicji w rozwoju matematyki i w jej nauczaniu,
o znaczeniu prostej ciekawosci. OtwartoS¢ to wreszcie rado$¢ odkrywania
pickna matematycznego Swiata dla studentéw i wraz z nimi. Bardzo si¢
cieszg, ze nasz Wydzial mogt przyczynié¢ si¢ do wydawniczej ofensywy
Profesora, wspierajac w ostatnich latach publikacje kilku jego ksiazek, i ze
kolejne — podreczniki — czekaja w kolejce.

Wiele zawdzigczamy temu pomystowemu skrzatowi, dzieki ktéremu
Jerzy Pogonowski znalazt si¢ na Wydziale Psychologii i Kognitywistyki
UAM. Z wielka rado$cia bedziemy mu tez zawdzigczac jeszcze wigcej. Ad
multos annos, Panie Profesorze!

Mariusz Urbariski
Dziekan Wydziatu Psychologii i Kognitywistyki UAM
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Ideal algebras: A generalization
of monadic algebras

Ivo Diintsch, Wojciech Dzik

The second author wishes to thank Profes-
sor Jerzy Pogonowski for encouraging him to
write his habilitation book 7] and for con-
tinuing interest in its development.

Abstract We present the class IdA of ideal algebras and the variety it gen-
erates which is a generalization of the class of Boolean unary discriminator
algebras and its generated variety, the monadic algebras. We investigate the
properties of ideal algebras and the variety they generate, with particular
emphasis on its relation to monadic algebras, including its basic algebraic
properties, the logic it generates, free and projective objects, as well as
unitary unification.

1 Introduction

A (unary) discriminator on a non-trivial Boolean algebra B is a function
f: B — B for which

Ivo Diintsch e-mail: duentsch@brocku.ca
Department of Computer Science, Brock University, St Catharines, ON, L2S 3Al,
Canada

Wojciech Dzik e-mail: wojciech.dzik@us.edu.pl
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Ivo Diintsch, Wojciech Dzik

0, ifx=0,
f(x) = .
1, otherwise.

The class D of discriminator algebras generates the variety of monadic
algebras which was introduced by Halmos in [11] “to make algebra out
of logic” or , in more details, “to make algebra out of first order monadic
functional calculus”. It turned out that Eq(D) is the class of algebraic
models of the modal logic S5. Furthermore, Eq(D) is the class of cylindric
algebras of dimension 1. The set B€ of closed elements, that is, the set
of fixed points of f, is just {0, 1}. Generalizing this situation we consider
Boolean algebras with an operator f for which B¢ has the form I u {1}
where I is an ideal of B. In this paper we shall review the class of these
algebras and some of their properties as presented in [6] with an emphasis
on their similarities and dissimilarities to monadic algebras. We also shall
announce some new results from [5]. Our general reference for Boolean
algebras is [14], for universal algebra [4], and [3] for modal logic, where
unexplained notation can be found.

2 Ideal algebras

2.1 General properties

If K is a class of algebras of the same signature, we denote by Eq(K) the
variety generated by K. With some abuse of notation we shall usually refer
to an algebra just by its universe. If A is a logic, Eq(A) denotes the class
of its algebraic models.

An ideal algebra (B, f) is a Boolean algebra (B, +, -, —, 0, 1) enhanced
by a closure operator f : B — B such that the set B¢ of closed elements
has the form I U {1} for some ideal I of B. Thus,

t) = {x, ifxel,

1, otherwise.

We denote by 2 the two element Boolean algebra augmented by the identity
operator. The class of ideal algebras is denoted by IdA. If I = {0}, then B is
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a discriminator algebra, and if I = B, then f is the identity. In the sequel we
suppose that (B, f) is a non-trivial ideal algebra with determining ideal 1.

Our first observation exhibits two properties of the class of ideal algebras
shared with D:

Theorem 1. [6, Theorem 3.1]

1. I1dA is a positive universal class.
2. Eq(IdA) is locally finite.

The subdirectly irreducible algebras in Eq(IdA) come in two forms:

Theorem 2. [6, Theorem 3.2]
B € Eq(IdA) is subdirectly irreducible if and only if B is a discriminator
algebra or 1 is generated by an atom.

In Eq(D) the properties of being simple, directly indecomposable, and
subdirectly irreducible are equivalent. In Eq(IdA), these classes differ:

Theorem 3. [5]
B € Eq(IdA) is directly indecomposable if and only if B € IdA.

A characterization of the finite monadic algebras was given by Bass [2].
Clearly, a finite discriminator algebras is determined by the number of its
atoms. For IdA we need another parameter:

Theorem 4. [6]
Each finite ideal algebra is determined by the pair (k,m) where K is the
number of closed atoms, and m the number of non-closed atoms.

Thus, a finite ideal algebra is determined by a partition of the set of its
atoms. The two element algebra has the characteristic (1, 0), discriminator
algebras with at least two atoms are characterized by the pairs {0, ), where
1 is the number of atoms, and non-simple subdirectly irreducible algebras
by (1, m). Denoting the variety generated by the algebra with parameters
(n, m) by Eq(n, m) we obtain the following diagram which depicts the
fine structure of the varieties Eq(D) and Eq(IdA) and their connection:

Eq(0,1) < Eq(0,2) < ... & Eq(0, m) ... Eq(0, w) = Eq(D)
Nt Nt Nt Nt
Eq(1,1) € Eq(1,2) < ... < Eq(1,m) ... Eq(1, w) = Eq(IdA)
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It was shown by Monk [15] that the lattice of varieties of monadic algebras
is the chain of type w + 1 shown in the upper row. An analogous result for
Eq(IdA), however, does not hold: Just consider, for example, Eq(1, m) v
Eq(0,m + 2) and Eq(1,m + 1) v Eq(0, m + 1) of Eq(IdA) which are
incomparable subvarieties of Eq(IdA).

2.2 Canonical frames and the logic S4.4

The description of a finite ideal algebra in Theorem 4 is reflected in the
nature of the canonical frames of finite ideal algebras. Recall that the
canonical frame Cf(B) of B is the relational structure (Ult(B), R¢) where
Ult(B) is the set of ultrafilters of B, and F Ry G if and only if f[G] < F for
all F, G € Ult(B).

Theorem 5. [6, Theorem 3.7]

Suppose that B € IdA is finite with determining ideal 1 = | b. Then, the
canonical frame of B has at most two levels | = {F e Ut B : b € F} and
L2 = {F e Ult(B) : b ¢ F}. Furthermore,

Re=(L'xL?3) U (L2 x1?)ul’. ()

Clearly, L' = ¢J if fis the discriminator, and L2 = (¥ if f is the identity.
Otherwise, Ry is depicted in Figure 1. If B is not simple and subdirectly
irreducible, then ! consists of exactly one element and L2 of at least one
element. A frame (W, R) satisfies (1) if and only if R is a quasi-order that
satisfies (2):

Figure 1. The canonical relation of a proper non-trivial ideal algebra
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(Vx,Vy, z)[xRy and xRz and x # y = zRyl. )

Somewhat to our surprise it turned out that the canonical frames of finite
ideal algebras characterize the logic S4.4 of Sobocinski [18] which is an
extension of the logic S4 by the axiom

R1. p A ¢Op — Op.

In a temporal interpretation of this logic, Op may be interpreted as “p is
true now and will be true forever”, and ¢p as “p is true now or at some time
in the future”. Zeman [19] calls S4.4 “the logic at the end of the world”,
and exclaims poetically
One pictures an angel appearing, golden horn in hand, and announcing, “I am
about to blow this horn, and when I do, the world will end; time will pass into
eternity, and at that instant all eternal truths will be realized; all that ever is to be
true «necessarily» will then become true necessarily.” The angel lifts the horn

to his lips, and the instant just before he blows it is the instant for which S4.4 is
expressive of the time sequence.

Theorem 6. [6, Theorem 4.5]
Eq(IdA) is the variety of algebraic models of the logic S4.4.

To the best of our knowledge this is the first characterization of the
algebraic models of S4.4.

In analogy to the diagram of subvarieties of Eq(IdA) and Eq(D) shown
earlier, we consider the extensions of S4.4 and their relation to extensions
of S5; here we can use the description of extensions of S5 obtained already
by Scroggs [16]. For i € {0,1} and m < w let us denote by A(i, m) the
logic generated by the ideal algebra characterized by the pair (i, m) of
Theorem 4. Then we obtain the following diagram:

A(0,1) 2 A(0,2) 2 ... 2 A(0,m) ... A(0,w) =S5
Ut Ut Ut Ut
A(L,1) 2A(1,2)2... 2A(L,m) ... A(l,w) = S4.4

As in the algebraic case, the lower row does not list all extensions of S4.4
below S5.
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2.3 Free or projective algebras

Going beyond the investigations in [6] we shall now turn to free construc-
tions in Eq(IdA). We shall just state the results, while the proofs will appear
elsewhere.

The free algebra in Eq(IdA) with n free generators is denoted by §(m).
Unfortunately, we do not yet have a concrete description of §(1.). However
since F(n) is the free product of n copies of F(1) by [17, Theorem 4.vii] it
suffices to exhibit §(1), provided that finite free products of finite algebras
exist. We can achieve both of these aims, starting with the latter.

Theorem 7. [5]
The free product in Eq(IdA) exists of any finite family of finite algebras.

In the second step we shall describe F(1). Suppose that B is the Boolean
algebra with atoms 1, s, t, u, v, w. The mapping f : B — B is defined on
the atoms by

y T s t u v o ow
fly |r+u s+v t r+u v t+w

and extended additively over B; furthermore, we set f(0) := 0. B is (iso-
morphic to) the product of three subdirectly irreducible ideal algebras, one
of them being a discriminator algebra. These are shown in Figure 2 along
with the canonical frame; the closed elements are shown in .

/\ /\ /\
\/ \/ \/

T<=—>1u w
t

Figure 2. The decomposition of B and its canonical relation

<——>0
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Theorem 8. [5]
B as defined above is an algebra in Eq(IdA) freely generated by v + s + t.

The finite free monadic algebras were characterized by Bass [2], who
showed that the monadic algebra with n free generators has 2™ - 2(2" 1)
atoms; the monadic algebra generated by one free generator is the product
of two discriminator algebras each having two atoms.

Recall the definition of projective algebras: An algebra A is projective in
avariety Vifforall B, C € V, all surjective homomorphisms f : B — C and
all homomorphisms p : A — C there is some homomorphism q : A — B
such that fo q = p.

Figure 3. foq=1p

It is well known that in any variety of closure algebras the projective
algebras are exactly the retracts of free ones. Every finite or every count-
ably infinite Boolean algebra is projective with respect to the variety of
Boolean algebras [12]. For monadic algebras this is not enough. Kagan and
Quackenbush [13, Corollary 6.2] have shown that a finite monadic algebra
B is projective in Eq(D) if and only if 2 is a quotient of B. Therefore, the
only projective discriminator algebra is 2.

An analogous situation occurs in Eg(IdA):

Theorem 9. [5]
Let B € Eq(IdA) be non-trivial and finite. Then, B is projective if and only
if 2 is a quotient of B.

In contrast to D which contains only one algebra projective in Eq(D),
there are infinitely many algebras in IdA, projective in Eq(IdA):

Corollary 1. [5]
Let B € |dA be non-trivial and finite. Then, B is projective in Eq(ldA) if
and only if B = 2 or its determining ideal is generated by an antiatom.
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2.4 The unification type of Eq(IdA)

Unification theory for equational theories and logics is an important topic,
for example, for automatic deduction and rewriting systems. It has been
a well researched concept for some time; we refer the reader to [1] for
details. Unification theory in modal logic, in particular, projective unifiers
for formulas in a logic A and in its generated variety, were introduced and
investigated by Ghilardi [9, 10]. Ghilardi [9] introduced the concept of
algebraic unification and showed that for any equational theory the sym-
bolic and the algebraic unification types coincide via a suitable translation.
He concludes that, broadly speaking, unification depends only on finitely
presented and projective algebras. As this topic may not be familiar to
many readers, we shall briefly outline its concepts, somewhat tailored to
our situation. Suppose that V is a locally finite variety of closure algebras,
and B € V is non-trivial and finite. A unifier for B is a pair (A, p) where
A is projective in V, and p is a surjective homomorphism. B is called
unifiable if it has a projective homomorphic image.

Given two unifiers u; and us for A, u; : A — P; is called more general
than uy : A — Py (ug < uyp ) if there is a homomorphism g such that the
following diagram commutes:

u/A\l:z

Pr——==>Po

This quasiorder < of unifiers gives rise to four unification types, from the
“best” to the “worst™: 1, w, oo, 0. In particular, unification in A is said
to be of type 1 (or unitary) if for every unifiable formula there is a most
general unifier (mgu). A variety V is said to have unitary unification, if for
every unifiable algebra there is a most general (in the sense of <) unifier.
For some varieties a stronger condition holds: Every unifiable algebra
is projective, in other words, if B has a projective quotient, then it is itself
projective. This is true for monadic algebras and also for Eq(IdA), hence:

Theorem 10. [6, Theorem 7.2]
The unification type of Eq(IdA) is unitary.

In a much more general result, Dzik and Wojtylak [8] have shown
that every extension of the logic S4.3 has projective (and, hence, unitary)

10
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unification; algebraically, that every subvariety of Eq(S4.3) possesses this
property. As both Eq(D) and Eq(IdA) are subvarieties of Eq(S4.3), their
result covers both of these classes.
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Unifikacja w symetrycznych logikach
modalnych

Zofia Kostrzycka, Piotr Wojtylak

Streszczenie Badamy logiki modalne wyznaczone przez symetryczne i n-
przechodnie struktury Kripkego i dowodzimy, Ze maja one wlasnos¢ pro-
jektywnej unifikowalnosci.

Wstep

Pojecie unifikacji zostalo wprowadzone do logiki zdan przez Silvia Ghilar-
diego, zob. [11, 12, 13]. Unifikatorem formuly A, w logice L, nazywamy
podstawienie e takie, ze ¢(A) € L. Istnieja cztery typy unifikacji, zob. [1].
Logika moze by¢ unitarna (ma typ unifikacji 1), skoficzona (ma typ w),
nieskoniczona (ma typ co) lub zerowa (typu 0), w zaleznosci od tego jak
wiele maksymalnych unifikator6w posiada dowolna unifikowalna formuta.
Typy unifikacji dla wielu przechodnich logik modalnych sa znane. Ghi-
lardi [12] udowodnit, ze K4, S4, Grz, GL maja typ unifikacji w. Nie jest
znana logika modalna (czy tez intuicjonistyczna) o nieskoficzonym typie
unifikacji.

Pojecie projektywnej unifikacji zdefiniowat Ghilardi w [10]. Unifikator
¢ formuly A nazywamy projektywnym (w logice L), gdy A 1 x < £(x)
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dla kazdej zmiennej x. Méwimy, Ze logika L ma wtasno$¢ projektywne;j
unifikacji, gdy kazda unifikowalna (w logice L) formula ma projektywny
unifikator w L. Logiki z projektywna unifikacja sa unitarne, gdyz pro-
jektywne unifikatory sa najogdlniejszymi unifikatorami (mgu). Ponadto
kazde rozszerzenie logiki z projektywna unifikacja ma takze projektywna
unifikacje. Monotoniczno$¢ taka nie ma miejsca dla zadnego typu unifika-
cji. Wiadomo, ze przechodnia logika modalna ma projektywna unifikacje
wtedy i tylko, gdy jest rozszerzeniem K4.3T", zob. [8, 16].

Typy unifikacji dla modalnych logik nieprzechodnich sa mniej znane.
Jetabek [15] udowodnil, ze podstawowa logika modalna K ma typ 0. Wia-
domo tez, ze logiki KTB , KDB, KD i KB nie maja unitarnej unifikacji,
zob. [20, 21, 6, 15].

Poniewaz naszym celem jest badanie unifikacji w symetrycznych logi-
kach modalnych, odniesiemy si¢ do trzech wcze$niejszych prac dotyczacych
tego problemu napisanych przez: W. Dzika [7], S. Burrisa [4] i T. Kowal-
skiego oraz M. Krachta [17].

Dzik [5, 7], stosujac metode unifikatoréw podstawowych, wykazat pro-
jektywno$¢ unifikacji w S5 (zauwazmy, ze S5 jest symetrycznym rozsze-
rzeniem K4.3T"). Rozszerzajac te metode na logiki stabo przechodnie
(w pracy [7]) udowodnit on, ze KDB4™*+ i KT4"B, dla dowolnychn > 1,
maja projektywna unifikacje. Zauwazmy, ze logiki te maja tylko dwie state
logiczne: T i L. Dzik [7] wykazal, Ze dowolna unifikowalna formufa A ma
nastepujacy projektywny unifikator:

O"rA - x jesli v(x)=T
olx) = { O""A Ax jesli v(x) = L M

gdziev: Var — {T, L} jest podstawowym unifikatorem dla A.

Burris [4] udowodnit, Ze rozmaitosci dyskryminatorowe majg unitarna
unifikacje. Wsréd wielu przyktadéw takich rozmaitos$ci rozwazat on tzw.
algebry monadyczne. Mozna wykazaé, ze w szczegélnym przypadku al-
gebry te odpowiadajg algebrom modalnym dla logik z NEXT(KDB4»").
Burris zajmowat si¢ tzw. réwno$ciowa unifikacja. W danej rozmaitosci V
(ktéra jest teorig rownoSciowg) unifikatorem dwoéch termow t; ity jest
podstawienie o, takie ze réwno$é o(ty) = o(tz) zachodzi w V. Kowalski
i Kracht [17] wykazali, ze stabo przechodnie i cykliczne wielo-modalne
algebry sa dyskryminatorowe.
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W niniejszej pracy rozwazamy n-przechodnie i symetryczne logiki mo-
dalne, czyli badamy rozszerzenia logiki KB4™", dla dowolnego n > 1.
Wiadomo, Ze logika KB4™" jest pelna wzgledem klasy n-przechodnich
i symetrycznych struktur Kripkego, zob. Jansana [14]. Wykazemy, ze
KB4"*, dla dowolnego n. > 1, ma projektywna unifikacje.

Formuta D nie jest twierdzeniem logiki KB4™", ale DU jest; w kon-
sekwencji mamy w logice cztery (nierbwnowazne) state logiczne: T, L,
Ol oraz ©T i metoda unifikator6w podstawowych wymaga pewnej mo-
dyfikacji.

Pojecia wstepne

Rozwazamy jezyk modalny {—, L, 0O}; pozostate funktory (klasyczne
i modalne) A, v, —, <, <, 0™, O™ sa definiowane (za pomocg zwycza-
jowych definicji). Definiujemy

Ofx:=xA0Ox oraz O"Tx:=xAOxA... A0,
analogicznie rozumiemy ¢™*x. Symbolem Var := {x1,xs,...} ozna-
czymy zbidr zmiennych zdaniowych; formuty zdaniowe sa oznaczone jako
A,B,C,...,Var(A) jest zbiorem zmiennych uzytych w formule A. Zbi6r
wszystkich formul modalnych oznaczamy symbolem Fm.

Podstawienia «, 3,7V, ... sa odwzorowaniami : Var — Fm. Rozsze-
rzenie podstawienia «: Var — Fm do endomorfizmu algebry jezyka Fm,
czyli odwzorowanie : Fm — Fm, takze bedzie oznaczane symbolem ox.
Zatem o(A) oznacza warto$¢ tego endomorfizmu na formule A, czyli
bedzie to podstawienie do formuly A, gdzie kazda zmienna x zast¢pujemy
formula o(x). Ztozenie podstawieri « o T jest podstawieniem, takim ze
aoT(A) = a(t(A)), dla kazdego A.

Logikg modalng nazywamy dowolny podzbidr zbioru Fm zawierajacy
wszystkie klasyczne tautologie, aksjomat K := 0O(A — B) —» (OA —
0OB), domknigty na podstawienia i domkniety na reguty wnioskowania
~A—B,A A

i RG: —

MP .
B OA
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Piszemy ¢ = P, gdy & — P i — @ s3 tezami logiki L, natomiast
@ <py,gdyp—>ypel

Ponizej wypiszemy formuly modalne bedace aksjomatami logik modal-
nych, do ktérych bedziemy si¢ odwolywa¢ w dalszych rozwazaniach.

B=<00Ox —»x

T:=0x —>x Di=Ox ->Ox =T
T : o(Oox — x) DE:=0oT

4= 0Ox — OOx 47 = (x A Ox) — O0Ox
40— O"x — DnJrlX 4n+ = Dn+x s Dn+lx
1:00x —» OOx 2:00x —» OOx
Tr:0Ox < x Ver : Ox

Aksjomat B jest znany jako aksjomat Brouwera i pocigga warunek sy-
metrii w strukturach Kripkego: Vy y (jesli xRy, to yRx). Aksjomat T
jest znany jako aksjomat zwrotnoSci, gdyz odpowiednie struktury Krip-
kego sa zwrotne: ¥y xRx; aksjomat D jest znany jako serialnos¢, gdyz
w odpowiednich strukturach Kripkego kazdy punkt musi by¢ w relacji co
najmniej z jednym punktem. Formuty 4™ i 4", n > 1 s3 aksjomatami
n-przechodnio$ci. Dla n = 1 upraszczaja si¢ one do aksjomatu przechod-
niodci 4 1 47. W logice modalnej, ktéra jest zwrotna, formuty 4 i 41 sa
réwnowazne; tak samo 4™ i 4™, Poniewaz bedziemy rozwazaé logiki bez
aksjomatu T, w dalszym ciggu bedziemy wykorzystywaé formute 4™+,

Dlan > 2, formuta 4" ma prosty odpowiednik semantyczny. Niech
§ = (W, R) bedzie struktura Kripkego i x, y, z € W. Relacja dostep-
nosci R zostanie uogélniona na relacje dostgpnosci w n-krokach (symb.
R™):

xR% wtw X =1,

xR™ 1y witw 3, (xR"z A zRy).

Relacja R w strukturze Kripkego § jest okreslona jako n-przechodnia, jesli
mozliwe jest skrocenie istniejacej Sciezki o dtugosci n+ 1 do $ciezki o dlu-
gosci n (lub krétszej), zachowujac punkty konicowe. Formalnie warunek
ten jest definiowany jak nastepuje:

(trany) Y,y (jesli xR™1y, to

xR™y lub xR™ "1y lub ... lub xR%y).
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Logiki stabo przechodnie

Przez stabo przechodnie struktury Kripkego rozumiemy n-przechodnie
struktury (Kripkego) dla dowolnegon > 1.

Definicja 1. L jest stabo przechodnia, gdy K4** < L, dla pewnegon > 1.

W pracy bedziemy rozwazaé logiki KB4™", n > 2. Logiki te sa petne
wzgledem klasy symetrycznych i n-przechodnich struktur Kripkego. Za-
uwazmy, ze 1-przechodnio$¢ razem z symetrig i aksjomatem D pociaga
zwrotno$¢ relacji R.

Lemat 1. Niech A ¢ KB4™", n > 2. Wredy istnieje niezwrotny, n-
przechodni i symetrycziny model Kripkego M = (§F,V) z korzeniem x, taki
ze M, x £ A.

Dodajmy, ze w symetrycznej strukturze Kripkego kazdy punkt jest ko-
rzeniem tej struktury. Wsréd modeli dla logik KB4™" jest réwniez model
zlozony z jednego punktu niezwrotnego.

Dla dowolnej logiki modalnej L mamy nastepujace twierdzenie o de-
dukcji:

DT: Jesli A1 B to Jns0 Fr O"TA — B;

natomiast dla n-przechodnich logik L twierdzenie o dedukcji przyjmuje
postac:

DT™: JeSli Ay B to o O""A — B.

W pracy [3] udowodniono, Ze:

Twierdzenie 1. Logika modalna L spetnia DT™, dla pewnegon = 1, wtw
L jest stabo przechodnia.

W naszych rozwazaniach dotyczacych modalnosci O™ skorzystamy
z nastepujacych obserwacji:

Lemat 2. Dla dowolnych i,n = 0 zachodzi

(i) o'Oo™"x =L 0" o'

(”) D1+Dn+x = \](i+“)+x.
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Dowdd. (i) Dowdd indukeyjny wzgledem i. Niech i = 1.
OO0™ x = OXADXA. .. AO™X)= OxAD%*xA...A0M X = o™ Ox.

Krok indukcyjny.
Di+1Dn+X —
=po(o'o™x) = oo™ o) = o™"tooix = o™ ot k.

(i) ofo"tx=0"x A0O0"x A ... ADO X =
= O""x A0 X A ... A0 ix =gttt o

Indeks L pomijamy i piszemy ,,q = 1", gdy nie prowadzi to do niepo-
rozumien. Podobnie ,,p < P zamiast ,,p <p .

Lemat 3. Jesli L jest n-przechodnia, to dla dowolnego i = 0,

(i) L jest (n+ 1i)-przechodnie,
(i) o'o™x=o"x;

(i) oW rx =ontx.
Dowod. (i) Z Lematu 2,
D[n+i)+x =g"rottx < ontigitx < D(nHHlX.
(ii) Przez indukcje na i. Dla i = 0 wzdr jest oczywisty. Krok indukcyjny:
o lgtx = o(oio™x) = o(@m™tx) = o™ x.

(i) ottty = gHtg™tx = o"tx A OO X A ... A OO X =
o™ tx. =

Z twierdzenia o petnosci dla logik K4+ (wiadomo, Ze n-przechodnia
struktura Kripkego jest réwniez n 4 1-przechodnia) otrzymamy:

Kc ... c K4+ - Ka* < ... c K4 c S5. )

Lemat 4. KD® < KB. To oznacza, Ze kazda symetryczna logika jest
rozszerzeniem logiki KDP.

Dowdd. Zauwazmy, ze w logice KB zachodzi: T < OOT. Stad DB €
KB. o
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Twierdzenie 2. Jesli L jest n-przechodnia i symetryczna, to

(i) x <00 x dla kazdego k > 1,

(i) O"Tx <OO™Tx .

Dowéd. (i) Niech k > 1 bedzie dowolne. Poniewaz Ox < O*tx, to
0Ox < OO x. Z aksjomatu B mamy: x < 00K+ x.

(ii) 7 (i) mamy O™ x < OOK+HOMx. Z Lematu 3, DOR+H O™ x —
= oM +kl+ty = gontx. =

Z Lematu 4 i inkluzji (2) otrzymamy:
KDY c ... c KB4+ — KB4* c ... c KB4. A3

Lemat 5. w logice KB4™", dla dowolnego n > 1, zachodzi:

o(o""A - B) =0"tA — OB, 4
O(O™tA A B)=00""A A (A — OB), 3)
O(O™"A AB)=0(0o™"A A (A — B)). (6)

Dowéd. (4) Oczywiscie: O(O™"A — B) < 0O™"A - OB <
<gt+A - gB =o™tlA A O"A > OB =0"A — OB.

Zeby wykazaé implikacje odwrotng, zauwazmy, ze OB < O(O™tA —
B). Z Twierdzenia 2 (ii), otrzymamy

O —A < oo™t —-A < o(o™tA — B).
Dalej O"*A — OB = 0" —A v OB < O(O""A — B).
(5) O(O""A AB) =

=g(o""A A (O"“"tA - B)) =o0O""A A O(O""A - B) =
=00O"A A (O""A — OB) = 00" A A (A — OB)).

(6) OczywiScie mamy: O""A A B < OO""A A (A — B) idalej
O(O™"A A B) < O(oo™tA A (A — B)).

Zeby wykaza¢ implikacje odwrotng, zauwazmy, ze

T=0""0A ->0A=0(0""0A - A)=0(0co™"A - O""A),
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istad T = O[d""OoA A (A > B) > O""A A (A — B)], co daje
O@O™""oA A (A—B)) <O ""AA(A—-B)=0O(0""AAB). o

Unifikacja w KB4+

Logika KB4™" jest wyznaczona przez n-przechodnie, symetryczne i nie-
zwrotne struktury Kripkego. Wgrdéd tych modeli jest model ztozony
z jednego punktu niezwrotnego e; jak réwniez z jednego punktu zwrot-
nego o. Poniewaz D® € KB4™" i D ¢ KB4™", w rozwazanej logice
wystepuja cztery state logiczne: T,OT, L, 01, Stale te tworza algebre
modalng przedstawiona na Rysunku 1 (podalgebre algebry Lindenbauma-
-Tarskiego).

ol oT

Rysunek 1. W powyzszej 4-elementowej algebrze mamy OO 1L = Ol
i OCT = T. Mozna zauwazydé, ze jest ona algebra produktowa A; x A,,
gdzie A, to algebra modalna wyznaczona przez strukture e, a A, to algebra
wyznaczona przez o.

Niech A bedzie formuta unifikowalng w KB4™" i niech v: Var —
{T,1,0l, OT} bedzie jej unifikatorem podstawowym. Definiujemy pod-
stawienie o: Var — Fm nastepujaco:

O"tA — x jesli v(ix)=T
o(x) = Ooo™A - Aax  jesli v(x) =0T
T oo™A A (A —x) jesli v(x) =0l
O™tA A X jesli -+ v(x) = L
Udowodnimy
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Lemat 6. Dia kazdej formuty B, zachodzi (w KB4™1)

O""A —>B  jesli v(B)=T
Ooo""A —-> A AB jesli v(B)=<T
oo™"A A (A — B) jesli v(B)=0Ol
o"*AAB jesli v(B) =1

o(B) =

Dowéd. Przez indukcje wzgledem ztozonosci B. Jesli B jest zmienng (lub

dowolng staly), powyzsze zachodzi z definicji 0. Zalézmy, ze powyzsze

zachodzi dla formut B, B’ i udowodnijmy, ze zachodzi dla OB, —B, B A B’.

Najbardziej istotny jest dowod dla OB.

i) Przypu$émy, ze v(B) = T. Stad v(OB) = 0(v(B)) = OT = T i przez

4), o(0oB) = 0(o(B)) =o(o""A - B)=0""A — OB.

ii) Przypusémy, ze v(B) = OT. Wtedy v(OB) = 0O T = T i przez (4),

o(OB) =0(0o(B)) =a0(oo™*A - AAB)=0(0""0OA - AAB) =
=0""OA > ODAAOB=0""0OA - 0OB<O""A - OB

i Oo""A - OB =0(o""A - B) <
<oo"“""A —- OB =0""OA — OB.

iii) Przypusémy, ze v(B) = L. Mamy v(OB) = Ol i przez (5),

o(OB) = 0O(o(B)) =a(Oo™"A A B) = 00" A A (A — OB).
iv) Przypusémy, ze v(B) = 0OL. Stad v(OB) = ool = Ol i przez (6)
oraz (5),
o(OB) =0(o(B)) =a(oo™*A A (A — B)) =o00""A A (A — OB).

Relatywnie prosty jest dowdd powyzszego lematu dla —B (zaktadajac,
ze zachodzi dla B), gdyz:
—(O""A - B)=0""A A—-B i -T=1.
—(O"*AAB)=0""A —> =B i -1 =T.
—-(Oo""A - AAB)=00""AA(A—--B) i =0T =0l
—(oo""AA(A—>B))=Do0""A—>AA—-B i —-OL=0CT.
Bardziej pracochtonne jest sprawdzenie formuly B A B/, gdyz musimy
rozwazyé 16 przypadkéw. Jednakze przypadek gdy v(B) = v(B’) jest
bardzo prosty. Poniewaz B A B’ = B’ A B, wiec réwniez mozemy opuscié
6 innych przypadkéw. Niech v(B) = L. Wtedy o(B A B') =
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= (O""AAB)A(O""TA - B )=0O""A AB A B’/
Iub = (@O""AAB)A(OO""A > A AB)=0""A AB A B’
lub =(@"*AAB) A (OO""AA(A—>B’))=0""A ABAB".

Podobnie, gdy v(B) = T. Wtedy o(B A B’) =

=(O""A - B)A(O""TAAB)=0O0""A AB A B’
Iub
=(O"“"tA - B) A (ODO""A - A AB)=00""A - A ABAB’
Iub
=(O0""A > B) AOO""A A (A - B')=00""A A (A —> B AB).

Tak wiec zostal przypadek v(B) = Ol i v(B’) = OT. Wtedy mamy
o(BAB)=(oo™""AA(A—-B))A(OO""A —>AAB)=0"tA A
B A B o

Twierdzenie 3. Logika KB4™" jest projektywna, dla dowolnegon = 1; to
oznacza, ze kazda unifikowalna formuta A w logice KB4™* ma projektywny
unifikator.

Dowéd. Niech A bedzie KB4™*-unifikowalna i niech v bedzie jej uni-
fikatorem podstawowym. Wtedy v(A) = T i z Lematu 6 otrzymamy
o(A) =0O""A — A = T. Tak wiec o jest unifikatorem dla A. Co wiece;j,
o jest projektywne, gdyz tatwo zauwazyc, ze A — o(x) <> x, dla kazdej
zmiennej X. m

Wnhiosek 1. Kazida symetryczna i stabo -przechodnia logika modalna L
ma unitarnqg unifikacje.

Wiadomo, ze logiki KTB , KDB, KD oraz KB nie maja unitarnej
unifikacji, zob. [20, 21, 6, 15], i nie sa one stabo-przechodnie. Istnieje
hipoteza, ze symetryczna logika modalna ma unitarng unifikacje wtw,
gdy jest ona stabo-przechodnia. Hipoteza nie zostala jednak dotychczas
zweryfikowana. Typy unifikacji dla logik KTB , KDB oraz KB réwniez
nie s3 znane.

22



Unifikacja w symetrycznych logikach modalnych

Literatura

1. F.Baader and S. Ghilardi. Unification in modal and description logics. Logic Journal
of the IGLP, 19(6):705-730, 2011.

2. P. Blackburn, M. de Rijke and Y. Venema. Modal logic, volume 53 of Cambridge
Tracts in Theoretical Computer Science. Cambridge University Press, Cambridge,
2001.

3. W. Blok and D. Pigozzi. On the structure of varieties with equationally definable
principal congruences 1. Algebra Universalis, 15:195-227, 1982.

4. S. Burris. Discriminator varieties and symbolic computation. Journal of Symbolic
Computation, 13:175-207, 1992.

5. W. Dzik. Unitary unification of S5 logic and its extensions. Bulletin of the Section of
Logic, 32(1-2):19-26, 2003.

6. W. Dzik. Transparent unifiers in modal logics with self-conjugate operators. Bulletin
of the Section of Logic, 35(2-3):73-83, 2006.

7. W. Dzik. Unification types in logic. Silesian University Press (Wydawnictwo Uni-
wersytetu Slaskiego), Katowice, 2007.

8. W. Dzik and P. Wojtylak. Projective unification in modal logic. The Logic Journal
of the IGPL, 20(1):121-153, 2012.

9. W. Dzik and P. Wojtylak. Unification in first-oreder transitive modal logic. The Logic
Journal of the IGPL, 25(5):693-717, 2019.

10. S. Ghilardi. Unification through projectivity. Journal of Symbolic Computation,
7:733-752, 1997.

11. S. Ghilardi. Unification in intuitionistic logic. Journal of Symbolic Logic, 64(2):
859-880, 1999.

12. S. Ghilardi. Best solving modal equations. Annals of Pure and Applied Logic,
102:183-198, 2000.

13. S. Ghilardi and L. Sacchetti. Filtering unification and most general unifiers in modal
logic. The Journal of Symbolic Logic, 69:879-906, 2004.

14. R.Jansana. Some logics related to von Wright’s logic of place. Notre Dame Journal
of Formal Logic, 35(1):88-98, 1994.

15. E. Jefdbek. Blending margins: The modal logic K has nullary unification type.
Journal of Logic and Computation, 25(5):1231-1240, 2015.

16. S. Kost. Projective unification in transitive modal logics. Logic Journal of the IGPL,
26(5):548-566, 2018.

17. T. Kowalski and M. Kracht. Semisimple varieties of modal algebras. Studia Logica,
83:351-363, 2006.

18. M. Kracht. Tools and techniques in modal logic. Volume 142 of Studies in Logic
and the Foundations of Mathematics. Elsevier, Amsterdam, 1999.

19. V.V. Rybakov. Admissibility of logical inference rules. Volume 136 of Studies in
Logic and the Foundations of Mathematics. Elsevier, New York and Amsterdam,
1997.

20. T. Williamson. An alternative rule of disjunction in modal logic. Notre Dame
Journal of Formal Logic, 33(1):89-100, 1992.

21. T. Williamson. Some admissible rules in nonnormal modal systems. Notre Dame
Journal of Formal Logic, 34(3):378-400, 1993.

22. M. Zakharyaschev, F. Wolter and A. Chagrov. Advanced modal logic. In D. Gabbay
and F. Guenthner, editors, Handbook of Philosophical Logic, volume 3 (2nd edition).
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 2001.

23






Logika Suszki a argument ,,jak z procy”

Mieczystaw Omyla

Streszczenie Jednym z gléwnych zainteresowan naukowych Profesora
Jerzego Pogonowskiego jest zastosowanie metod formalnych do badania
jezyka naturalnego. Badania te, jak to sam okresla, dotycza ,,matematycz-
nego modelowania jezyka naturalnego”. Problematyce tej po§wigcil szereg
znaczacych tekstow, jak na przyktad: Formal methods in linguistics (Buf-
falo Papers in Linguistics, Vol. 1, No. 3, 1979, pp. 31-83), ,,.Lingwistyka
a teoria modeli” (w: Znaczenie i prawda, red. J. Pelc, PWN 1994).

Za szczegdlnie wazng sprawe uwaza ,,opracowanie matematycznych re-
prezentacji przedmiotowego odniesienia zdan”. Profesor Pogonowski upa-
truje w logice niefregowskiej Suszki oraz w mereologii Stanistawa Le-
Sniewskiego Srodki formalne, ktére moga by¢ stosowane w semantyce
jezyka naturalnego. W niniejszej pracy oméwione zostang pewne trudno-
$ci zwigzane z zastosowaniem logiki Suszki do analizy jezyka naturalnego.

1 Logika Suszki

Wedlug Traktatu Wittgensteina ,,§wiat jest wyspa faktow w oceanie moz-
liwosci”. Pojedynczemu faktowi w jezyku odpowiada zdanie prawdziwe,
a realnym mozliwosciom odpowiadaja opisujace je zdania niesprzeczne.

Mieczystaw Omyta e-mail: m.omyla@uw.edu.pl
Wydzial Prawa i Administracji, Uniwersytet Kardynata Stefana Wyszynskiego w War-
szawie
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Dla formalizacji pewnego fragmentu ontologii Traktatu Wittgensteina
Suszko wprowadzit do literatury logicznej tzw. W-jezyki (W — od Witt-
genstein). Jezyki te charakteryzuja si¢ tym, ze w ich alfabecie wystepuja
dwa rodzaje zmiennych, a mianowicie zmienne nazwowe: X,Y,Z...,
ktére przyjmuja warto$ci w zbiorze przedmiotéw i zmienne zdaniowe:
p,q,T, ..., ktore przyjmuja warto$ci w zbiorze sytuacji. Zmienne zdaniowe
tym si¢ réznig od innych rodzajéw zmiennych, ze sa zarazem formutami
zdaniowymi. W jezykach rodzaju W ponadto wystepuja predykat i sp6jnik
identycznosci, ktore Suszko zwykle oznaczat tym samym symbolem ,,="
dla zaznaczenia, iZ wyrazaja one t¢ sama ide¢ identycznos$ci. Kontekst za-
wsze jednoznacznie przesadza, czy mamy do czynienia z predykatem, czy
ze spéjnikiem identycznosci.

Poza tym w jezykach tych wystepuja zwykle state logiczne: — (nega-
cja), A (koniunkcja), v (alternatywa), — (implikacja), <> (réwnowaznos¢)
oraz kwantyfikatory wigzace zaréwno zmienne nazwowe, jak i zdaniowe:
v (kwantyfikator ogélny), 3 (egzystencjalny), 3; (kwantyfikator jednost-
kowy). W jezykach tych moga wystgpowac stale nazwowe (proste nazwy):
c,d,ci,ds, ... oraz stale zdaniowe (proste zdania): a, b, a, by, ....

W metateorii W-jezykow stosuje sie nastgpujace notacje: Liter: v, w,
Wi, Wa, ... uzywa si¢ do oznaczania zaréwno zmiennych zdaniowych jak
i nazwowych. Z kolei litery: «, 3,y oznaczaja dowolne formuly zdaniowe,
a litery ¢,{,n, w zaleznosci od kontekstu, oznaczaja zaréwno formuly
zdaniowe jak i nazwowe.

Logika Suszki, czyli operacja konsekwencji Cn w jezykach rodzaju W,
okreslona jest aksjomatycznie. Logika ta jest pewnym rachunkiem i jak
kazdy rachunek moze by¢ rozwijana bez filozoficznych interpretacji. Nie-
mniej jednak, podstawa filozoficzna tej logiki jest zalozenie, Ze zdanie
w sensie logicznym, precyzyjnie zinterpretowane, stwierdza pewien okre-
Slony stan rzeczy. Stany rzeczy stwierdzane przez zdania nazywamy ich
korelatami semantycznymi badZ sytuacjami.

Suszko nazwat swéj rachunek logiczny logikq niefregowskq dla pod-
kreslenia, ze logika ta nie naktada zadnych ograniczeri iloSciowych ani
strukturalnych na uniwersum zmiennych zdaniowych, jak i nazwowych. Je-
dynymi zatoZzeniami egzystencjalnymi tej logiki jest, ze uniwersum zmien-
nych nazwowych jest niepuste, a uniwersum zmiennych zdaniowych jest co
najmniej dwuelementowe, tzn. zdanie prawdziwe ma inny korelat seman-
tyczny niz zdanie fatszywe.
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W jezykach rodzaju W mozemy explicite formutowaé pewne zaloze-
nia ontologiczne, ktére nakfadaja na uniwersum zmiennych zdaniowych
okreslona strukture. Pewne wskazéwki co do zatozen ontologicznych mo-
zemy znalez¢é w Traktacie logiczno-filozoficznym.

W Traktacie Wittgenstein napisat:

5.141 Jezeli p wynika z ¢, a g wynika z p, to sa jednym i tym samy
zdaniem.

oraz

5.5303 Moéwiagc nawiasem: powiedzie¢ o dwu rzeczach, Ze sa iden-
tyczne, jest niedorzecznoscig; a powiedzie¢ o jednej, Ze jest
identyczna sama z sobg, to nie powiedzie¢ nic.

Formalizacja tezy 5.141 w jezykach rodzaju W jest teoria:
WTQ=Cn({a=p: (< pB)e C(&)})

Kazda teori¢ zawierajaca zbiér WTQ nazywamy WTQ-teoria. Zbiér for-
mut WTQ jest najmniejszg WTQ-teorig.

Teoria WTQ stwierdza, zgodnie z teza Wittgensteina 5.141, ze zdania
logicznie réwnowazne na gruncie logiki niefregowskiej przedstawiaja te
samg sytuacje.

W jezykach rodzaju W definiowalne sa stale zdaniowe: ,,0”, ,,1” za
pomoca nastepujacych definicji réwnosciowych:

0=V(p) 1

3(p)
P

Stata zdaniowa ,,0” stwierdza, ze kazda sytuacja jest faktem. Sytuacja ta
jest sytuacja niemozliwg, a 1 jest sytuacja konieczna polegajaca na tym, ze
istnieje przynajmniej jedna sytuacja, ktora jest faktem.

Za pomocg symboli: 0,1 okre§lamy teori¢:

WHQ=Cn(WTQu {(ax=p)=0v (ax = p) = 1});

ktéra formalizuje obie tezy Wittgensteina: 5.141 1 5.5303.
Modele WHQ-teorii maja dwie wazne wlasnosci:

(i) Zdania logicznie réwnowazne posiadaja ten sam korelat seman-
tyczny.
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(i) Réwnosci prawdziwe przedstawiaja t¢ sama sytuacje konieczna,
a rownosci fatlszywej odpowiada sytuacja niemozliwa 0.

Najsilniejszym zatozeniem ontologicznym, ktére mozna sformutowad
w sposéb niesprzeczny w W-jezykach, jest zalozenie, ze uniwersum
zmiennych zdaniowych jest dwuelementowe. Zalozenie to Suszko nazwat
ontologiczna wersja aksjomatu Fregego (AF).

Ontologiczng wersja aksjomatu Fregego jest kazda z formut:

VpVaVr((p=q) v (p=r1) v(q=T1)) (M
vpvq((p < q) = (p=q)) 2

Zdanie (1) stwierdza, ze uniwersum zmiennych zdaniowych, czyli uniwer-
sum tego, co jest dane za pomoca zdar, jest co najwyzej dwuelementowe,
a zdanie (2) zréwnuje spdjnik rownowaznosci ,,«<»>” ze spdjnikiem iden-
tycznosci ,,=".

Aksjomat Fregego jest numerycznym zatozeniem dotyczacym uniwer-
sum zmiennych zdaniowych. Aby aksjomat Fregego w danym jezyku dato
sie explicite sformutowad, musza w jezyku wystepowac zmienne zdaniowe,
kwantyfikatory wiazace te zmienne, spojnik identycznosci oraz inne kla-
syczne spdjniki.

Teoria T okreSlona w W-jezyku jest fregowska, gdy jej twierdzeniem
jest (AF). Z kolei teoria jest quasi-fregowska, gdy jest domknigta na regute
quasi-fregowska:

x B (=) (QF)

Jezeli w danej logice nie zachodzi twierdzenie o dedukcji, to teorie quasi-
-fregowskie moga by¢ istotnie stabsze od teorii fregowskich.

Oprécz ontologicznej wersji aksjomatu Fregego Suszko rozwazatl row-
niez semantyczna wersje aksjomatu Fregego, ktdra stwierdza, ze wszystkie
zdania prawdziwe majg jeden wspdlny korelat semantyczny i podobnie
wszystkie zdania falszywe réwniez maja jeden i ten sam korelat seman-
tyczny.

Semantyka W-jezykow

W literaturze dotyczacej logiki niefregowskiej na ogdét badane byly czy-
sto zdaniowe logiki niefregowskie, ktére nie uwzgledniaja budowy zdan
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prostych. Sztandarowy wynik uzyskany przez Suszke dla tych logik glosi,
ze uniwersum adekwatnego modelu dla absolutnej niefregowskiej logiki
zdaniowej zawiera continuum elementéw.

Oprécz badania czysto zdaniowych jezykéw S.L. Bloom i R. Suszko
stworzyli réwniez formalng semantyke dla W-jezykéw. W semantyce tej
nie przesadza si¢ niczego na temat tego, czym jest przedmiot lub sytu-
acja. Przyjmuje si¢ jedynie konwencje, ze jezeli co$ zostalo nazwane, to
— w zamierzonym modelu jezyka — jest przedmiotem, a jezeli co§ zostato
stwierdzone w zdaniu, to jest sytuacja. Nie wynika stad, Ze w ustalonym
jezyku kazdy przedmiot z uniwersum dyskursu jest nazwany, ale kazdy
przedmiot, dla pewnego warto$ciowania zmiennych, moze by¢ wartoscia
zmiennej nazwowej. Podobnie nie kazda sytuacja, czy tez stan rzeczy
zachodzacy miedzy przedmiotami z uniwersum naszego dyskursu, jest
opisana w zdaniu danego jezyka i nie kazdy fakt moze by¢ stwierdzony
w pewnym zdaniu prawdziwym. Natomiast jezeli w rozwazanym jezyku
wystepuja zmienne zdaniowe, to kazda sytuacja z uniwersum naszego dys-
kursu moze by¢ wartoscia pewnej zmiennej zdaniowej. Pojecie modelu dla
W-jezykéw zostalo wprowadzone przez S.L. Blooma w pracy [2] i jest
wspdlnym dzietem R. Suszki i S.L. Blooma. Najpro§ciej mozemy powie-
dzie¢, ze model M dla jezyka, w ktérym obowiazuje logika niefregowska,
jest uporzadkowang czworka:

(Uo, Ug, D, F), (*)

gdzie:

— U, jest to zbidr, w ktérym przyjmuja wartoSci zmienne nazwowe;
jest to uniwersum przedmiotéw, o ktérych sie méwi w jezyku J;

— Uj jest to zbidr, w ktérym przyjmuja warto$ci zmienne zdaniowe;
elementy ze zbioru U reprezentuja sytuacje stwierdzane przez
zdania jezyka J;

— @ # D < U jest podzbiorem wyréznionym w U, reprezentuje
on zbidr faktéw, czyli korelatéw zdan prawdziwych;

— F jest zbiorem funkcji bedacych interpretacjami: spdjnikéw, predy-
katéw, symboli funkcyjnych oraz kwantyfikatoréw jezyka .

W szczegdlnosci w zbiorze F znajduja si¢ funkcje: —, u, N, =, =, o bedace
interpretacjami, odpowiednio, sp6jnikéw logicznych: —, A, v, —, <>, =,
oraz funkcje: ®, Ny, Uy, N, Ns bedgce, odpowiednio, interpretacjami pre-
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dykatu identycznosci, kwantyfikatoréw wigzacych zmienne nazwowe oraz
kwantyfikatoréw wigzacych zmienne zdaniowe.

Struktura (x) jest modelem dla pewnego W-jezyka, gdy spetnione sa
nastepujace warunki:

I. Dla dowolnych a,b € U

(i) —aeDgdya¢D,

(i) anbeDgdya,beD,

(iii) aubeDgdy (ae Dlubbe D),
(iv) a~beDgdy(a¢ Dlubb e D),

(v) a-beDgdy(a,beDluba,b ¢ D),
(vi) aobeDgdya=b.

II. Dla dowolnych c,d € U,
(vii) cede D gdy c=d.
1. Dla dowolnej funkcji f € UY'e spelnione sa warunki:

(viii) N (f) € D gdy dla kazdego ¢ € U,; f(c) € D,
(ix) Uo(f) € D gdy istnieje ¢ € U,; f(c) € D.

IV. Dla dowolnej funkcji g € Ul's spetnione sa warunki:

(x) Ns(g) € D gdy dla kazdego a € Ug; g(a) € D,
(xi) uUs(g) € D gdy istnieje a € Ug; g(a) € D.

Z okreslenia pojecia modelu jezyka J wynika, ze w dowolnym W-modelu
zbiér przedmiotéw U, jest niepusty, a zbiér reprezentujacy sytuacje Ug
jest co najmniej dwuelementowy i przynajmniej jedna sytuacja jest fak-
tem, czyli D # @. Ponadto zbiory reprezentujace sytuacje i przedmioty
w modelu s3 roztaczne, czyli U, n U; = @. Symbolem TR(M) ozna-
czamy zbiér formut prawdziwych w modelu M. W szczegdlnosci, jezeli
w rozwazanym W-jezyku J nie ma symboli pozalogicznych, to modelem
dla jezyka J jest dowolna struktura

(UO,US,D,—,m,u,;,+,o,0,mo,uo,ms,ms) (%)
taka, ze U, N Us = @, @ # D < U, a ponadto spetnione sa warunki
(i)—(xi).

W pracy [2] udowodniono mig¢dzy innymi nastgpujace twierdzenia
o charakterze semantycznym:
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— Dla kazdego niesprzecznego zbioru zdan X dowolnego W-jezyka
istnieje model M taki, ze X < TR(M).

— Formuta o W-jezyka J jest twierdzeniem logicznym zawsze i tylko
wtedy, gdy formuta o jest prawdziwa w kazdym modelu jezyka J.

— Jezeli X jest zbiorem zdan W-jezyka J oraz zdanie « nie wynika
logicznie ze zbioru zdan X, to istnieje model M jezyka J taki, ze
zbiér zdad X u {—a} < TR(M).

2 O tak zwanym argumencie ,,z procy”’

Wielu logikéw podziela poglady Fregego i uwaza, ze zdaniu nie da si¢
konsekwentnie przypisa¢ korelatu semantycznego innego niz jego war-
to$¢ logiczna. W swoich argumentacjach przytaczaja oni tzw. argument
»Z procy”. Autorzy ci przyjmuja dwa dos§¢ naturalne zatozenia, a miano-
wicie:
(Z1) Wyrazenia majace ten sam korelat semantyczny sa wzajemnie
zastepowalne w dowolnym kontekscie jezykowym bez zmiany ko-
relatu semantycznego tego kontekstu.

(Z2) Zdania logicznie réwnowazne maja ten sam korelat semantyczny.

Zalozenie (Z1) jest zwane Zasada Fregego, a zatozenie (Z2) jest Zasada
Wittgensteina.

Zwolennicy argumentu ,,z procy” przyjmuja dalej, ze w alfabecie jezyka
wystepuje operator abstrakcji badZ symbol deskrypcji nieokreslone;.

Operator abstrakcji dla dowolnej funkcji zdaniowej ,,P(x)” i dla do-
wolnego zbioru U tworzy nazwe zbioru przedmiotéw ze zbioru U spet-
niajgcych te funkcje: czyli {x € U : P(x)}. Z kolei operator deskrypcji
nieokreslonej I dla danego zbioru U i dowolnej funkcji zdaniowej P(x)
tworzy nazwe jedynego takiego x ze zbioru U, ktéry spetnia funkcje P(x).
W przypadku gdy takiego przedmiotu nie ma, to znak I, P(x) jest symbo-
lem nieokreslonym.

W przypadku gdy w jezyku wystepuje symbol deskrypcji nieokreslone;j,
to zwolennicy argumentu z procy prowadza nast¢pujace rozumowanie:
Niech T bedzie dowolng teorig zupelng w jezyku J. Teori¢ T mozemy
traktowaé jako zbidr zdan prawdziwych w pewnym modelu m. Niech «, 3
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beda dowolnymi zdaniami o tej samej wartosci logicznej, czyli takimi, ze
réwnowaznosc:

x<f 3

jest twierdzeniem teorii T. Wtedy zdania:
x o (Ixfoen (x =c¢)) =c) “4)
o (IkBArlx=c))=c) ®)

sa réwniez twierdzeniami teorii T.
W przypadku gdy «, 3 sa zdaniami prawdziwymi, to otrzymujemy, ze
zachodza réwniez

L(axn(x=c))=c (6)
LB Alx=c))=c @)

Zachodzi wigc réwniez réwnos¢:
Lan(x=c))=L(B A (x=c)) ®)

Zwolennicy argumentu ,,z procy” stwierdzaja, ze rownowaznosci (4)
i(5) satwierdzeniami logicznymi, a zdania réwnowazne logicznie, zgodnie
z zalozeniem (Z2), majg te same korelaty semantyczne, wigc zachodza
réwniez réwnosci:

x = (Ix(xn (x=c))=c) @)
p=(BArlx=c))=c) (5%

Na podstawie (4°), (57), (8) otrzymujemy réwnosé: & = (3. Zatem zbidr
zdan prawdziwych w dowolnym modelu jest teorig quasi-fregowska.

Dowdd ten wydaje si¢ o tyle nieprzekonujacy, ze w przypadku gdy
zdania «, (3 sa fatszywe, to symbole Iy (ax A (x = ¢)), k(p A (x = ¢))
sa symbolami nieokre§lonymi. Nie maja one sensu w sformalizowanej
teorii. Aby twierdzi¢, ze formuty (4), (5) sa twierdzeniami logicznymi,
nie powinno by¢ istotne, czy zdania o, 3 sg zdaniami prawdziwymi, czy
fatszywymi.

W przypadku operatora abstrakcji mamy z kolei nastepujaca sytuacje.

Zalézmy, ze réwnowazno$¢ « <> f3 jest twierdzeniem pewnej teorii
zupelnej T. Wtedy twierdzeniami T sa réwniez:

xo (e} ={x:an(x=0)}) ©
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Bo({ct={x:BArx=c)}) (10)

Zwolennicy argumentu ,,z procy” wzmacniaja réwnowaznosci (9) i (10),
jako —ich zdaniem — réwnowaznosci logiczne, do réwnosci:

a=({c) = {x:an(x=c)} 9"
B=({cl={x:BAr(x=c)}) (107)
Ze wzgledu na to, e « <> B € T, 10 z (9) i (10) otrzymujemy:
(xian(x=c)}={x:pnAr(x=c)}eT (11)
Z(9°), (11), (10°) otrzymujemy, 7e
a=({c}={x:prlx=c)}eT (12)

Awigca=peT.

OtrzymaliSmy wniosek, zgodnie z ktérym w jezyku z operatorem
abstrakcji zbidr zdan prawdziwych jest rowniez teorig quasi-fregowska.
Watpliwos¢ tutaj budzi fakt, ze réwnowaznosci (9), (10) nie sa czysto lo-
gicznymi réwnowaznosciami. Zrédtem ich nie jest wylacznie logika, tylko
semantyka teoriomnogo$ciowa oraz wzi¢ta z matematyki zasada abstrak-
cji, zgodnie z ktéra dla dowolnego zbioru i dla dowolnej funkcji zdaniowej
w nim okre§lonej istnieje zbiér wyznaczony przez t¢ funkcje zdaniowa.

Na uwage zastuguje réwniez fakt, ze zaréwno w przypadku deskrypcji
nieokreslonej jak i operatora abstrakcji dla dowolnych zdan «, 3 korzy-
stamy z pewnych réwnosci; (4°), (§°) oraz (9’), (10’), ktére nie sg twier-
dzeniami logicznymi logiki niefregowskiej.

3 Deskrypcje w logice niefregowskiej

Aby do problemu argumentu ,,z procy” podejS¢ od strony logiki niefre-
gowskiej, rozszerzymy dowolny jezyk rodzaju W o operator deskrypcji
okreSlonej.

Niech J bedzie dowolnym W-jezykiem i niech S, N, Cn oznaczaja,
kolejno, zbidr formut zdaniowych, nazwowych oraz operacj¢ konsekwen-
cji rozwazanego jezyka. Ze wzgledu na to, ze w jezyku J wystepuja dwa
rodzaje zmiennych: zmienne nazwowe i zmienne zdaniowe, to do jezyka
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J mozemy wprowadzi¢ zaréwno operator deskrypcji wigzacy zmienna
nazwowa, jak i operator deskrypcji wiazacy zmienng zdaniowa. W lo-
gice niefregowskiej oba operatory deskrypcji wprowadza si¢ za pomoca
nastepujacych schematéw definicji:

{y = w(alx),¢)} <
o {Vxlal(x) & (x=y)) v ~Iix(a(x) A [y =c¢))} (61)

(jest to schemat definicji operatora deskrypcji nazwotwdrczego)

{q=1(alp),a)} <
o {Vp(ax(p) = (p=q)) v —Fp(x(p) A (p=a))} (B2)

(jest to schemat definicji operatora deskrypcji zdaniotwdrczego).
Suszko przyjmowat jeden ogdlny schemat, ktéry reprezentuje definicje
réwnowaznos$ciowe obu operatoréw deskrypcji, a mianowicie:

w=un(xv),$)} <
o {Vl(a(v) & (v=w)) v ~3n(alv) A (w=d))} @

gdzie ¢ jest formula tej samej kategorii syntaktycznej co zmienna w oraz
w ¢ nie wystepuje v jako zmienna wolna.

Oznaczmy przez J* jezyk otrzymany z jezyka J przez dodanie do
jego alfabetu symboli operatoréw deskrypcji okreslonej. Literami S*
i N oznaczamy, odpowiednio, zbiér formut zdaniowych i nazwowych
jezyka J*. Operacje konsekwencji Cn' w jezyku J* otrzymujemy przez
przyjecie tych samych schematéw aksjomatéw i regul, ktére okreslaly
logike w jezyku g, oraz dodatkowo przyjmujemy wszystkie formuty repre-
zentowane przez schematy (81), (82), badZ przez schemat ().

Model dla jezyka J* otrzymujemy z modelu M dla jezyka J przez
wzbogacenie go o funkcje bedace odpowiednio interpretacjami operatora
deskrypcji wigzacego zmienne nazwowe i operatora deskrypcji wigzacego
zmienne zdaniowe. Interpretacjami operatoréw deskrypcji w modelu M,
zgodnie z definicjami (81), (02), sa odpowiednio funkcje:

(xii) vo : Ue x U, —> U, okreslona v, (f,c) = d, gdy d jest
jedynym elementem z U, takim, ze f(d) € D, a jezeli takiego
nie ma,tod = c.
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(xiii) vs : U x Ug —> Ug okreslona v¢(g,a) = b, gdy b jest
jedynym elementem z U, takim, ze g(b) € D, a jezeli takiego
niema,tob = a.

Zauwazmy, ze jezeli ustalony jest model M = (U,, Us, D, F) dlajezyka
d bez operatoréw deskrypcji, to formuly 1, (x(x),z), 1, (B(p), ) dla kaz-
dego warto§ciowania zmiennych f maja jednoznacznie ustalong wartosc.
Kazdy wigc model M dla jezyka J jednoznacznie przediuza si¢ do modelu
MT jezyka J+.

Oznaczmy symbolem M7 |5 redukt modelu jezyka J* do jezyka J.
Zachodza wtedy nastepujace zwigzki: dla kazdego modelu M jezyka J
istnieje jednoznacznie okre§lony model M bedacy przedtuzeniem mo-
delu M o interpretacje operatoréw deskrypcji, oraz dla kazdego modelu
MT istnieje jednoznacznie okreslony model M jezyka J taki, ze zachodzi
Mty =M.

Wynika stad jako wniosek nastgpujace twierdzenie Blooma o nietwor-
czoS$ci operatora deskrypcji.

Twierdzenie (Bloom, 1971). Rozszerzenie jezyka J o operator deskrypcji
Jjest nietworcze, tzn. dla dowolnego zbioru X S, zachodzi zwiqzek:

SnCnt(X) =Cn(X).

Z twierdzenia o nietworczos$ci wynika:

Whniosek 1. Jezeli teoria T w W-jezyku J bez operatora deskrypcji jest
niefregowska (tzn. nie jest jej twierdzeniem aksjomat Fregego), to w wy-
niku rozszerzenia jezyka J do jezyka J* przez dodanie wszystkich formut
reprezentowanych przez schematy (1) do teorii T, teoria ta pozostanie dalej
teoriq niefregowskgq.

W dalszych rozwazaniach ograniczmy sie do WHQ™ -teorii, czyli do
teorii WHQ w jezyku z operatorami deskrypcji. Zgodnie z okre§leniem

WHQ" = Cnt(WHQ).
Z twierdzenia o nietworczos$ci Blooma wynika, ze zachodzi réwno$¢
WHQ" ~ S = WHQ.

Réwnowaznosé (#) mozemy uwazac za schemat aksjomatéw logicznych.
Zgodnie z Zasada Wittgensteina wzmacniamy ja do réwnosci (ff).
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{w=w(x(v),d)} =
= {(Vu(x(v) & (v=w)) v =3 (a(v) A (w= )} ()

Schemat (fff) powstaje ze schematu (f) przez zastapienie spéjnika réwno-
wazno$ci spdjnikiem identycznosci.

Niech WHQ "= = Cn"(WHQ U {(#t)}). Dowolna teori¢ T nazywamy
WHQ"=-teoria, gdy T jest teoria na gruncie konsekwencji Cn* oraz
WHQ ™= < T.Zbiér twierdzen WHQ "= jest najmniejsza WHQ™ =-teoria.

Konsekwencja schematu (ftf) wraz z aksjomatami WHQ sa twierdzenia
0 0-1 dowolnych formut zdaniowych. Stwierdzaja to nast¢pujace twierdze-
nia i wnioski:

Twierdzenie 1. Jezeli T jest WHQ ' =-teorig, czyli twierdzeniami teorii T
sq wszystkie formuty reprezentowane przez schemat

{w = wla(v),wol} =
= {W(av) « (v=w)) v ~3n(a(v) A (w=wo))} (B

a ponadto
(@) TEHnwlvEw),
(b) T Jrva(v),

to:
(c) THY,((x(v) =0) v (x(v) = 1)), czyli
(d) T VYy(x(v) = (x(v) =1)
(e) T VYy(—av) = (x(v)

— =

),
0)).

Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze zachodzi (d). Z zalozenia (b) wynika,
7e istnieje w takie, ze

1. Vy(x(v) < (v=w)).

Z zalozenia (a) wynika, ze istnieje Wy takie, ze

2. —=(w=wyg), co skrétowo bedziemy zapisywaé: w # wy;
3. a(w) & (w=w) z 1.
4. w =, (a(v),wq) z (b), (§f) oraz 1., 3.
5. (w=(a(v),wg)) =1 gdyz T jest WHQ-teoria.

Twierdzeniami dowolnej WHQ-teorii sa formuty reprezentowane przez
schematy:
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6. Vy(x(v) & (v=w)) < (a(w) & (w=w));

7. (a(w) & (w=w)) = x(w);

8. (w=wp)=0 na podstawie 2. i tego, ze T jest WHQ-teoria;
9. (mInva(v) A (w=wg)) = na podstawie 8.
10. Yy (a(v) < (v=w)) < a(w) 26.17.

Dla dowodu nie wprost zaktadamy, ze

1. a(w) #1
12. (Vy(a(v) o (v=w)))#1 z10.i11.

Formuta 12. jest sprzeczna z (i) na podstawie 5., 9., co dowodzi (d).

Aby udowodnié, ze zachodzi (e) zakltadamy, podobnie jak w przypadku
(d), ze spetnione sa warunki:

1. w £ wo;
2. Yy (x(v) & (v=w));

oraz dla dowodu nie wprost zaktadamy:

3. a(wg) # 0, czyli (—a(wp)) # 1.
Tautologia jest formuta o schemacie:

4. (w#wo) = (Vy(x(v) & (v=w)) - —a(wo));
wiec twierdzeniem WHQ jest formufa:

5. (w#wo) < (Vy(x(v) « (v=w)) — —a(wo)).
Na podstawie schematu twierdzeri WHQ-teorii:

6. (W#wo) =1) = {(Vy(x(v) & (v=w)) > —~ax(wo)) = 1}

7. wW#wy) =1 z 1., gdyz T jest WHQ-teoria;
8. W(x(v) & (v=w)) < —a(wg) 26.17,;
9. Vy(a(v) @ (v=w)) #1 z3.18,;
10. (w=1,(x(v),wg)) =1 z2.;
11. =3, (x(v) A (Ww=wyg)) =0 z 1. oraz z WHQ.

Formuta 9. jest sprzeczna z (##) na podstawie 8.1 11. W WHQ™" =-teoriach,
w ktérych twierdzeniami sa formuty 1. i 2. zatozenie, Ze «(wg) # 0
prowadzi do sprzecznoSci. m]

37



Mieczystaw Omyta

Przytoczony tutaj dowéd Twierdzenia 1. zawiera drobne poprawki do-
wodu przeprowadzonego w [9], strony 86-87. Jak pokazano w pracy [9],
zalozenia(a), (b) saistotne, wskazuja na to podane tam stosowne przyklady.

Niech Z oznacza zbiér zdan (czyli formul bez zmiennych wolnych)
jezyka, w ktérym obowiazuje logika niefregowska. Zaktadamy, ze o« € Z
oraz o € T, gdzie T jest dowolna WHQ™ =-teoria i niech «®(v) oznacza
formute @ A (v = w); gdzie w jest dowolna stala kategorii tej samej, co
zmienna v. Wtedy T 31, (x A (v = w)). Dodatkowo zaktadamy, ze

TF3,3w(vEW).
Zgodnie z Twierdzeniem 1 otrzymujemy:
TEV(a®(v) = (a®(v) =1)

THa(w) = ((er (w=w))=1),

wynika stad, ze T - o« = 1.
Analogicznie, jezeli —oc € T, to T + J3,(—ax A (v = w)). I stad
otrzymujemy, ze ~« = 1, a wigc & = 0.

Whiosek 2. Jezeli T jest WHQ = -teorig takg, ze:
(i) T FHdwlv#w),
to dla dowolnego zdania o zachodzi T — (e =1) v (o« = 0).

Aby zilustrowaé nasze rozwazania, ograniczymy si¢ do jezykéw, w kto-
rych nie wystepuja zmienne nazwowe. Modelami skoriczonymi WHQ™ -
teorii sa skoficzone algebry Henlego (algebry Boole’a z dodang operacja
zero-jedynkowa identycznosci) z wyréznionym ultrafiltrem.

Wezmy pod uwage formule n(p) okreslona za pomoca nastgpujacej
definicji réwnosciowej: 1(p) = (pA(p # 1)) orazmodel M dlajezyka g™,
ktérego uniwersum zmiennych zdaniowych jest czteroelementowa algebra
Boole’a na zbiorze Us = {0, e, —e, 1}; a zbiorem warto$ci wyréznionych
jest zbiér D = {1, e}. Zgodnie z (#) otrzymujemy:

(g=1,M(p),1) <
<> {Vpmp) = (p=q)) v —-I1ip,(np) A(g=1))}. )

Aby sprawdzié, czy formuta (+) jest prawdziwa w modelu M, zastosu-
jemy pomocniczo notacj¢: |, f| oznacza warto$¢ semantyczng formuty o
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dla warto$ciowania zmiennych f. W przypadku, gdy warto$¢ semantyczna
formuly o jest stata w modelu M, czyli nie zalezy od warto$ciowania
zmiennych wolnych, to wartos¢ te oznaczamy ||.

Prosty rachunek wskazuje na to, ze w modelu M zachodza zwiazki:

lb(M(p),1)] =e, F1pn(p)] =1

oraz formuta (+) jest spetniona w modelu M dla kazdej wartosci zmienne;j
g. Jesli jednak formule (+) wzmocnimy do réwnosci:

(q=1%Mnp)1) =
={Vp(np) = (p=q)) v -Ipmp)Alg=1))}, ++)
to dla dowolnych warto$ciowan takich, ze |q,f| = e lub |q,f| = —e,
réwno$¢ (++) nie jest spetniona.
Z formuly (+) na podstawie schematu ox <> 34(q A (q = o)) otrzymu-
jemy réwnowazno$¢é

tr(M(p),1) < I4(g A (g =,(mp),1))).

Po uwzglednieniu, ze [1,(m(p),1)] = e oraz |q = ,(n(p),1),f| =
= |q, f| = e kolejno otrzymujemy

e-((0n(0oe))ul(en(ece))u(—en(—eoce))u(ln(loe))) =
—e+(enl)=e+e.
Dowodzi to, Ze w jezyku J™ istnieje formuta o(v) taka, ze zdanie 3, a(v)

jest prawdziwe w pewnym WHQ-modelu m™, oraz dla pewnego warto-
Sciowania zmiennych f zachodzi:

0 # |x(v),f] # 1,
co oznacza, ze aksjomat Fregego nie jest twierdzeniem pewnej WHQ™ -
teorii okreslonej w jezyku J*. Mozemy wiec bez sprzecznosci przyjaé
w jezyku J* zbidr zatozen:

WHQ" U {3,(0 # p # 1)},

co nie znaczy, ze mozemy tak zrobi¢ w przypadku WHQ™ =-teorii.
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Gltéwnym rezultatem tego artykulu jest pokazanie, ze wzmocnienie
WHQ-teorii przez schemat (), bedacy schematem réwnowaznosciowym
definicji operatoréw deskrypcji, nie prowadzi do aksjomatu Fregego. Na-
tomiast wzbogacenie tych teorii o schemat (§f), ktory jest schematem pew-
nych réwnosci charakteryzujacych operatory deskrypcji, prowadzi do ak-
sjomatu Fregego.

Zagadnienie ,]logika niefregowska a argument «z procy»” jest zywo
dyskutowane w polskiej, jak i w Swiatowej, literaturze logicznej. Problemy
te poruszali w swoich pracach miedzy innymi: A. Bitat [1], S. Kovac
iK. Swiqtorzecka [3], W. Krysztofiak [4], Y. Shramko i H. Wansing [9],
R. Wojcicki [16], [17], B. Wolniewicz [20], A. Wéjtowicz [18], [19].
W duzej mierze tej problematyce po§wi¢cona jest ksiazka: Aporie ontologii
sytuacji pod red. Andrzeja Bitata, Wydawnictwo UMCS, Lublin 2009.
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Dedukcyjne dylematy: przypadek
niefregowski*

Joanna Golinska-Pilarek

Streszczenie W pracy przedstawiono nowg procedurg decyzyjna T, dla
najstabszej niefregowskiej logiki zdari, SCI, nad klasycznym rachunkiem
zdan. Konstrukcja systemu wykorzystuje pewne mechanizmy charaktery-
styczne dla rozumowan semantycznych. Dziafanie systemu Tgj, ilustru-
jemy na przyktadach, a nastepnie omawiamy ide¢ dowodu jego terminacji,
poprawnosci i petnosci.

Formalne systemy dedukcyjne to szeroki obszar badari logicznych,
majacy ogromne znaczenie nie tylko dla logiki, ale réwniez dla tych obsza-
réw wiedzy, w ktérych formalne narzedzia logiczne znajduja praktyczne
zastosowania. Wspotczesne badania w tym zakresie koncentrujg si¢ zazwy-
czaj na poszukiwaniu efektywnych systeméw dedukcyjnych, ktére mozna
fatwo podda¢ komputerowej implementacji, lub na konstruowaniu syste-
moéw majacych pozadane strukturalne wlasnosci. Z perspektywy logicz-
nej, a w pewnym zakresie rowniez filozoficznej, dobrze ugruntowanym
rodzajem systemu dedukcyjnego jest system aksjomatyczny w stylu hilber-
towskim. Konstrukcja takiego systemu polega na wskazaniu aksjomatéw
i regut wnioskowania, za pomoca ktérych konstruuje si¢ dowdd rozumiany
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‘Wydziat Filozofii, Uniwersytet Warszawski

* Wyniki przedstawione w pracy zostaly uzyskane w ramach realizacji projektu nr
2017/25/B/ HS1/00503, finansowanego przez Narodowe Centrum Nauki.
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zazwyczaj jako odpowiedni cigg formul koniczacy si¢ dowodzong formuta
i majacy okre§lone wlasnosci. Systemy aksjomatyczne stosunkowo fatwo
poddaja si¢ analizie lezacych u podstaw danej logiki podstawowych zasad
dedukcji. Jednak z perspektywy praktycznej tego rodzaju systemy nie sa
specjalnie uzyteczne. Konstrukcja dowodéw nawet prostych praw moze
by¢ zadaniem technicznie niezwykle trudnym. Dodatkowym problemem
tego rodzaju systeméw jest to, zZe sposoéb przeprowadzania dowodéw da-
leko odbiega od naturalnych rozumowan, ktére intuicyjnie uznajemy za
poprawne.

Pierwsze préby konstrukcji systeméw dedukcyjnych, ktére w swojej
metodologii nas§ladowalyby naturalne metody rozumowarn, podj¢to w la-
tach dwudziestych XX wieku, czego efektem sa dobrze dzi§ znane sys-
temy Gentzena i systemy naturalnej dedukcji. Jeszcze inng metodologie
dedukcji zaktadaja systemy tablicowe, ktére badane sa intensywnie od lat
piecdziesiatych ubieglego wieku (zob. [1, 4, 13]). Systemy te wykorzystuja
metode drzew semantycznych, umozliwiajaca konstrukcje systemu, ktéry
nie tylko symuluje naturalne sposoby dedukcji, ale przede wszystkim jest
fatwy w implementacji i zazwyczaj bardziej efektywny niz systemy trady-
cyjne.

Oryginalny system dedukcyjny dla zdaniowego rachunku z identycznos-
cia SCI, bedacego najstabsza zdaniowa logika niefregowska oparta na lo-
gice klasycznej, jest systemem aksjomatycznym w stylu hilbertowskim.
Jednak juz w pracach samego Suszki znaleZ¢ mozna pierwsze proby wy-
korzystania metody semantycznej w konstrukcji procedury decyzyjnej dla
SClI (zob. [2]). Systemy w stylu Gentzena dla SCl przedstawiono w pracach
[10, 16, 17, 3]. Pierwszy system w stylu tablic dualnych zaproponowano
w [5] (cf. [12]), a jego zmodyfikowana wersje w [9]. Wszystkie te systemy
maja jedna wspdlna wadg, a mianowicie nie sa to procedury decyzyjne,
cho¢ SCI jest rozstrzygalny. W pracach [8] i [7] zaproponowano wigc
systemy tablicowe, ktdre nie tylko sa poprawne i pelne, ale réwniez maja
wlasno$¢ terminacji i zostaly zaimplementowane w postaci programow
komputerowych.

System Tgg) z [8] jest systemem etykietowanym. Dowody w tym sys-
temie, jak w tradycyjnych systemach tablicowych, maja forme¢ drzew, kto-
rych konstrukcje zaczyna si¢ od negacji formuly, a nastepnie za pomoca
regut wnioskowania dekomponuje si¢ wyjSciowa formule do formut mnie;j
zlozonych lub takich, na ktérych dedukcja jest prostsza, az do uzyskania
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jawnej sprzecznosci. W systemie tym dedukcje przeprowadza si¢ w jezyku
istotnie bogatszym niz jezyk SCI. Do jezyka SCI dodajemy bowiem nie-
skonficzenie wiele etykiet, reprezentujacych denotacje formut, oraz znak
réwnosci reprezentujacy relacje identycznosci pomiedzy etykietami. Re-
guly systemu Tggy, kodujace podstawowe wlasno$ci semantyczne operato-
réw zdaniowych SCI, dekomponuja formuty w taki sposob, ze w kazdym
kroku dedukcji kazdej formule uzyskanej przez zastosowanie jakiej$ re-
guly nadana jest etykieta reprezentujaca jej denotacje wraz z wyczerpujaca
informacja o réwnosciach pomiedzy etykietami. W ten sposéb deduk-
cja w SCI redukuje si¢ do prostego rachunku réwnosci. Otwarta gataz
drzewa w systemie Tgg) dostarcza wyczerpujacej informacji o denotacjach
wszystkich podformut formut znajdujacych si¢ na galezi, ich wzajemnych
zalezno$ciach i réwnoSciach ze wzgledu na wystepujace w nich operatory
zdaniowe. System Tgg) stanowi wigc réwniez narzedzie konstrukcji modeli
formut spetnialnych, ktére nie sg tautologiami SCI. Reguty systemu Tgg) sa
dos$¢ intuicyjne, cho¢ uzycie etykiet oraz w pewnym sensie nadmiarowe ich
przypisywanie kazdej podformule wraz z meta-regutami kodujacymi kon-
gruentno$¢ spéjnika identycznosci, powodujg, ze konstrukcja drzew nawet
prostych tautologii SCI moze by¢ procesem czasochtonnym i zmudnym.
Z kolei system DTgg z pracy [7] to system w stylu tablic dualnych.
Dowody réwniez maja forme drzew, ale ich konstrukcje rozpoczyna si¢
od formuly, ktérej dowodu si¢ poszukuje. DTgg jest wiec systemem
weryfikujacym bezposrednio tautologicznos$é, podczas gdy system Tgg
weryfikuje niespelnialno$é. W odr6znieniu od systemu Tggy, jezyk deduk-
cji w systemie DTgg jest doktadnie taki sam jak jezyk SCI. Co wigcej,
system Tgc ma 8 specyficznych regut dla identycznosci, za§ DTgg tylko
3. Reguly te koduja fundamentalne semantyczne wlasnosci spdjnika iden-
tycznosci: (1) symetrie; (2) ekstensjonalnos$¢, ktéra to wlasno§¢ pozwala
wymienia¢ w dowolnym kontekscie formuly identyczne; (3) wspéispetnial-
no$¢ formut identycznych. Dowody w DTsg) sa czesto prostsze niz w Tggy,
jednak ich konstrukcja — ze wzgledu na mniej deterministyczny charakter
regul — moze wymagac¢ wickszej kreatywnosci. Wstepne testy implemen-
tacji tych dwoch systeméw wskazujg, ze zaden z nich nie jest w sposéb
absolutny bardziej efektywny od drugiego. Istnieja bowiem formuty, kt6-
rych dowody w Tsc) wymagaja znacznie wigkszej liczby wierzchotkéw
i dtuzszych gatezi niz ich dowody w DTgg). Sa jednak i takie formuty,
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w przypadku ktérych sytuacja si¢ odwraca i to system Tgg) znajduje szyb-
ciej ich dowdd.

Systemy Tscy i DTsc maja wige swoje wady i zalety. Niewatpliwa
zaletg Tsg) jest uzycie etykiet, reprezentujacych denotacje formut, ktére
pozwalaja odtworzy¢ rozumowania semantyczne. Wada jest ich nadmia-
rowe uzycie, gdyz nawet wtedy, gdy juz mamy informacje o identycznosci
dwoch formut, kazdej z nich nadajemy inna etykiete i dodajemy informacije
o réwnosci tych etykiet. W ten sposéb weryfikacje tautologicznosci spro-
wadzamy do weryfikacji niesprzecznos$ci pewnego uktadu réwnosci. Uktad
ten moze wiec zawiera¢ wiele réwnosci, ktére mozna by wyeliminowac na
weze$niejszym etapie dedukcji. Jednak ze wzgledu na brak reguty podsta-
wiania w systemie Tgg) nie jest to mozliwe. Taka mozliwo§é mamy w sys-
temie DTggy, gdzie reguta podstawiania gra kluczowa role. Jesli wiemy,
ze formuly ¢ i1 sa identyczne, zastgpujemy kazde wystapienie jednej
z nich, powiedzmy 1, formuta ¢ i dalsza dedukcje przeprowadzamy juz
bez odwotywania si¢ do formuty . Eliminowanie zbednych informacji,
ktére nie majg wptywu na proces dedukcji, znacznie upraszcza konstrukcje
dowodéw. Wada DTgg jest niedeterministyczny charakter reguty podsta-
wiania, co powoduje, ze w pewnych sytuacjach identyfikacja wlasciwego
podstawienia moze wymagac¢ wielu préb i bledow.

W pracy tej prezentujemy nowy system tablicowy dla SCI, oznaczany
symbolem T§&.,, ktéry stanowi probe syntetycznego wykorzystania za-
let systeméw Tscy i DTgc), z pominigciem ich wad. W systemie T,
funkcje etykiet pelnia nowe zmienne zdaniowe wprowadzane przez re-
guly dekomponujace zlozone identycznosci. Dzigki temu jezykiem de-
dukcji w T, jest po prostu jezyk SCI. W systemie T, obowiazuje row-
niez reguta umozliwiajaca podstawianie ,,réwnych pod réwne”. Informacje
o formutach identycznych sa wprawdzie przechowywane, ale w procesie
dedukcji przetwarzana jest wylacznie najmniejsza (w sensie zfozonosci)
formuta reprezentujaca wszystkie formuly z nia identyczne. Ponadto sys-
tem T¢, sprowadza kazdg nie-tautologiczna formute do wspétspetnialnego
z nig zbioru formut prostych, dzieki czemu otwarta galaz T¢ -drzewa daje
wyczerpujace informacje umozliwiajace konstrukcje kontrmodelu takiej
nie-tautologicznej formuly.

Wazna inspiracja w poszukiwaniach naturalnego systemu dedukcyj-
nego dla SCI byt artykut [13] Profesora Pogonowskiego pod tytulem
Agnostyczny jez w lesie semantycznym, dotyczacy wykorzystania metod

46



Dedukcyjne dylematy: przypadek niefregowski

tablic semantycznych w nauczaniu logiki. Ze wzgledu na to, ze reguly sys-
temu T§, symuluja naturalne rozumowania semantyczne, jakie w praktyce
logicznej przeprowadza ludzki uzytkownik SCI, system ten mozna wyko-
rzysta¢ w praktyce dydaktyczne;j.

Praca sklada si¢ z czterech sekcji. W Sekcji 1 przypominamy pod-
stawowe pojecia dotyczace SCI — jezyk, aksjomatyzacje i semantyke.
W Sekcji 2 prezentujemy reguly systemu T oraz jego giéwne zato-
Zenia, a nastepnie na przyktadach omawiamy dziatanie systemu. W Sek-
cji 3 przedstawiamy ide¢ dowodu twierdzenia o poprawnosci i petnosci.
Ostatnia sekcja stanowi krétkie podsumowanie przedstawionych w pracy
wynikéw.

ek

Tekst ten dedykuje Profesorowi Jerzemu Pogonowskiemu w podzigkowaniu
i wdzigcznosci za to, ze miatam okazje spotka¢ Go na swojej drodze za-
wodowej i korzystac¢ z Jego wiedzy, madrosci i zyczliwosci.

Do Profesora Pogonowskiego mam stosunek bardzo sentymentalny,
wiec pozwolg sobie na kilka osobistych wspomnien. Poznali§my si¢ zima
2000 roku w trakcie kameralnej konferencji 1V Warsztaty Logiki, Infor-
matyki i Filozofii Nauki , Tarski versus Hilbert” w Zakopanem. Profesor
Pogonowski byl wtedy profesorem, ja poczatkujaca doktorantka. Pierw-
szego dnia obrad Profesor Pogonowski podszedl do mnie i powiedzial:
,»Ach, to Pani grata na flecie!”. Do$¢ niezwykle stowa jak na poczatek zna-
jomosci z profesorem. Ot6z w hotelu, w ktérym odbywata si¢ konferencja,
mieszkaliSmy w sasiednich pokojach, a ja na balkonie swojego pokoju rze-
czywiScie grywalam na flecie altowym, nie§wiadoma znaczenia i skutkéw
tej artystycznej dziatalnoSci. Nasza rozmowa szybko przeszta na tematy
zawodowe. Zajmowatam si¢ wtedy kwantyfikatorami rozgalezionymi, a te-
matyka ta —jak wowczas sadzitam — nie byla dobrze znana w filozoficznym
Srodowisku logikéw w Polsce. Miatam wi¢c przekonanie, ze odpowiedZ na
pytanie ,,Czym si¢ Pani zajmuje?” wymaga dtuzszego wstepu i wyjasnien.
Jednak nie w przypadku Profesora Pogonowskiego! Wystarczyto kilka zdan
o tym, co zrobilam i co zamierzam zrobi¢ w pracy doktorskiej, gdy usty-
szatam ,,To miatl by¢ mdj doktorat! Doktorat u prof. Mostowskiego, ale
nie datem rady”. Bylo w tym coS§ niezwyklego i pokrzepiajacego, bo pro-
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blemy dotyczace kwantyfikator6w rozgat¢zionych, ktére chciatam wtedy
rozwiazaé, wydawaly si¢ ogromnie trudne. Zycie pokazato, Ze nie byt to
réwniez mdj doktorat.

Wkrétce zmienitam tematyke pracy doktorskiej i zajelam si¢ logika
niefregowska. Jedna z pierwszych moich lektur byl fundamentalny dla
tej czeSci logiki tekst Romana Suszki Odrzucenie aksjomatu Fregego
w tlumaczeniu Jerzego Pogonowskiego [15]. Do dzi§ znam na pamigc
obszerne fragmenty tego tekstu, w czym ogromna rol¢ odegral mistrzow-
ski i1 jezykowo zaskakujacy przektad Profesora. W 2004 roku spotkali§my
si¢ ponownie na Zjezdzie Filozoficznym w Szczecinie. Bytam §wiezo po
doktoracie, z referatem o uzyskanych w doktoracie wynikach dotyczacych
zdaniowych logik niefregowskich (w tym: istnieje kontinuum wiele nieréw-
nowaznych rozszerzen SCI). I tym razem okazalo sie, Ze trudno zaskoczyé
Profesora Pogonowskiego. Wiedzial o logikach niefregowskich wszystko.
MieliSmy wtedy okazje¢ duzo rozmawiac i byly to rozmowy nie tylko o lo-
gice. W trakcie wspdlnych wycieczek w okolice Szczecina Profesor wiele
opowiadal o Suszce, warszawskim Srodowisku logikéw i matematykow
z czasOw Andrzeja Mostowskiego i ogélnie o zyciu akademickim.

Niezwykla pamiatka po tym spotkaniu sa zdjecia, ktére Profesor
Pogonowski robil przy réznych oka-
zjach w trakcie konferencji i naszych
wycieczek. Zdjecia te sa wyjatkowe
nie tylko ze wzgledu na ich doku-
mentacyjne i emocjonalne znaczenie.
Kazde zdjecie zostalo przez Profesora
Pogonowskiego nazwane; krétko, za-
bawnie, refleksyjnie. Chwile uchwy-
cone na zdjeciach zyskuja wtedy na
znaczeniu: ,,JJest kontinuum sytuacji,
w ktérych warto wypi¢” (na zdjeciu ja
i Prof. Omyta z kieliszkami w rekach
w trakcie bankietu konferencyjnego),
,Dwa epsilon npm” (ja z moim dwu-
letnim wéwczas synem na tle mo-
rza), ,,Pokoleniowe wybory kierun-
kéw” (zdjecie Prof. Dzika i mojego
syna, ktérzy wskazuja palcami w réz-

Poczqtek diuuugiego jeszcze
marszu

48



Dedukcyjne dylematy: przypadek niefregowski

nych kierunkach), ,,Poczatek dtuuugiego jeszcze marszu” (zdjecie mojego
syna spacerujacego po pustej plazy), ,,Przedjesiennie” (ja z Prof. Pogonow-
skim). Dzi§ wiem, ze takie ,.konferencyjne” chwile Profesor Pogonowski
dokumentuje i komentuje regularnie, o czym mogtam si¢ przekona¢ na
kolejnych konferencjach, na ktérych si¢ spotykaliSmy.

Dwa epsilon npm Pokoleniowe wybory kierunkow

Po doktoracie zycie pchnelo mnie w jeszcze inne rejony badawcze.
Zaczetam wspotprace z Prof. Orfowska i przez kilkanasnie kolejnych lat
zajmowalam si¢ systemami dedukcyjnymi, przede wszystkim tablicami du-
alnymi (dual tableaux). Byla to problematyka, ktéra interesowata réwniez
Profesora Pogonowskiego, i szybko okazato si¢, Ze i w tym obszarze wiele
nas faczy. Mam wrazenie, ze gdybym teraz zmienifa tematyke badawcza,
znowu by si¢ okazato, ze Profesor Pogonowski siedzi w tym od dawna!

Przez te wszystkie lata naszej znajomosci mogtam podziwiaé erudycje,
szeroka wiedzg¢ i wrazliwos¢ filozoficzng Profesora Pogonowskiego, a Jego
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Przedjesiennie
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styl pisania prac naukowych pozostanie dla mnie niedo$cignionym wzorem.
Wszystkie dyskusje, rozmowy i kontakty naukowe z Profesorem byly tez
zawsze wielka inspiracja. Z takiej tez inspiracji zrodzil si¢ i ten tekst.
System T¢, to prezent.

1 Zdaniowy rachunek z identycznoscia SCI

W sekeji tej przypominamy podstawowe pojecia dotyczace zdaniowego ra-
chunku z identycznosciag SCI, wprowadzonego przez Romana Suszke w ar-
tykule [14]. Filozoficzne zalozenia rachunku SCI oméwione sa w pracy
[15]. Szczegdtowe wprowadzenie do logik niefregowskich znalez¢ mozna
migdzy innymi w pracach [11] i [6]. W swoim oryginalnym sformuto-
waniu SCI powstaje przez dodanie do klasycznego rachunku zdai (ze
spdjnikami negacji, alternatywy, koniunkcji, implikacji i réwnowaznosci)
nowego spdjnika identyczno$ci, oznaczanego symbolem =, i aksjomatéw
okreslajacych jego podstawowe wlasnosci. W pracy tej bedziemy rozwa-
za¢ uproszczong wersje logiki SCI, uznajgc za pierwotne spdjniki negacji,
implikacji i identycznoSci. Z perspektywy logicznej to filozoficznie silne
zalozZenie jest tylko drobnym uproszczeniem, gdyz wszystkie wyniki przed-
stawione w tej pracy mozna rozszerzy¢ do petnej wersji SCI.

Jezyk SCI

Jezyk SCI zbudowany jest ze zmiennych zdaniowych p, q,7,..., ope-
ratoréw (sp6jnikéw) zdaniowych — (negacji), — (implikacji), = (identycz-
nosci) oraz symboli pomocniczych (nawiasy). Przeliczalnie nieskoriczo-
ny zbiér zmiennych zdaniowych oznaczamy symbolem V. Zbiér for-
mut SCI, oznaczany symbolem FOR, to najmniejszy zbiér zawierajacy
zmienne zdaniowe i domkni¢ty na operatory zdaniowe. W dalszej czgsci
pracy literami p, q, 1, . . . bedziemy réwniez oznacza¢ metazmienne prze-
biegajace zbidr V.

SCl-formuty o postaci ¢ = 1, gdzie @, € FOR, bedziemy nazywad
identycznosciami. Zbidr wszystkich identyczno$ci oznaczamy symbolem
ID. Wyrazenie ¢ % 1 jest skrétem dla formuly —(¢@ = ). Wyrazenie
Sub(@) oznacza zbiér wszystkich podformut formuty ¢, a jesli @ jest
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zbiorem formut, to Sub(®) . Ugea Sub(@). Wyrazenie @ () ozna-
cza, ze \p € Sub(@), zas @ (P/9) oznacza formule, ktéra powstaje przez
zastapienie wszystkich wystapienn  w ¢ formuta 9. Zdefiniujemy teraz
dwuargumentowa relacje < na formutach SCI. Niech ® bedzie dowolnym
zbiorem SCl-formut, za$ @, € ®. Definiujemy:

@ < P wtedy i tylko wtedy, gdy || < || albo |@| = || oraz ¢
poprzedza 1\ w porzadku leksykograficznym,

gdzie |@| oznacza liczbe symboli wystepujacych w . Zaktadamy, ze
przyjety w definicji porzadek leksykograficzny jest dobrym porzadkiem
na FOR, dzigki czemu relacja < jest dobrym porzadkiem na .

SCl-formute nazywamy prostq, gdy ma jedna z nastgpujacych postaci
dla dowolnych p, q,7e Vi # € {—,=}:

P,P,P=q,P ¢ qq,Pp=—qp= (q#T)

Zbiér formut ® nazywamy kopiq zbioru formut @', gdy @ < @',

Aksjomatyzacja SCI

Aksjomatami SCI s3 wszystkie tautologie klasycznego rachunku zdafi
w jezyku SCI oraz wszystkie formuty majace nastepujaca postaé:

Axl @=g¢

A2 (o=V)— (¢ -

Ax3 (p=1)— (o =)

Axd  (p=1V) - ((x=0) - (¢ = x) = —0)))
A5 (p=1V)— ((x=0) - ((p=x) = =0)))

Jedyna regula inferencji jest klasyczna reguta odrywania oznaczana sym-
bolem (MP). Formuta ¢ jest dowodliwa w SCI (SCl-dowodliwa), gdy ist-
nieje skoriczony ciag SCl-formut @1, ..., @n,dlan > 1, taki, ze @, = @
oraz dla kazdego i € {1,...,n}, formuta @; jest aksjomatem SCI lub
powstaje przez zastosowanie reguly odrywania do formut wczesniejszych
w ciagu @1, ..., @n. Taki ciag formut dla ¢ bedziemy nazywaé dowo-
dem @ w SCI. Formuly, ktére sa dowodliwe w SCI, bedziemy réwniez
nazywaé SCl-twierdzeniami. Formule ¢ bedziemy nazywaé wywodliwg
w SCl ze zbioru X, w skrécie X - @, gdy istnieje skoriczony ciag formut
@1,...,Pn,dlan = 1, taki, ze @, = @ oraz dla kazdegoie {1,...,n},
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formufa @; jest aksjomatem SCI lub formula nalezaca do zbioru X lub
powstaje przez zastosowanie reguly odrywania do formut wczesniejszych

w ciagu @1, ..., @n.

Semantyka

SCl-model to struktura o postaci M = (U, D, =, 5, =), gdzie U # &
jest uniwersum modelu M (zwanym tez uniwersum sytuacji), & # D < U
jest zbiorem wartoSci wyroinionych (zwanym tez zbiorem faktéw), za$
S:U— U S5 :UxU — Uoraz=:Ux U — U s3 alge-
braicznym operacjami interpretujacymi odpowiednio spdjniki —, —, i =,
spetniajacymi nastepujace warunki, dla dowolnych a, b € U:

=a € D wtedy i tylko wtedy, gdy a ¢ D,
a>b € D wtedy i tylko wtedy, gdy a ¢ D lubb € D,
a=b € D wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

Wartosciowanie w SCl-modelu M = (U,D, =, 5, =) to funkcja v :
FOR — U, ktéra dla dowolnych @, € FOR spelnia nastepujace wa-
runki:

vi=e) ==v(e)

vie #V) =v(p) #v(p), dla# € {—,=}.
Element a € U taki, ze a = v(¢) nazywamy denotacjg @ lub sytuacjq
opisywang przez zdanie @. Formule ¢ nazywamy spetniong w SCl-modelu
M = (U,D, =, 5, =) przez warto$ciowanie v w M (symbolicznie:
M,v = @), gdy v(@) € D, to znaczy denotacja ¢ w M nalezy do zbioru
wartosci wyréznionych w M. Formuta @ jest spefnialna, gdy istnieje SCI-
model M i warto$ciowanie v takie, ze M,v = . Formule ¢ nazywamy
prawdziwg w modelu M = (U, D, =, 5, =) (symbolicznie: M = @),
gdy jest spelniona w M przez wszystkie wartoSciowania w M, za$ ¢ nazy-
wamy tautologiq SCI, gdy jest prawdziwa we wszystkich SCl-modelach.
Zbiér formut ® nazywamy spetnialnym w SCI, gdy istnieje SCl-model
i warto$ciowanie spelniajace wszystkie formuly z .

Pelnosé SCI

Rachunek SCI jest poprawny i petny, co zostato udowodnione w pracy [2]:
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Twierdzenie 1 (Poprawno$¢ i petnosé SCI).
Dla dowolnej SCl-formuty @ nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. @ jest tautologiq SCI.
2. @ jest twierdzeniem SCI. —

Z perspektywy teoriodowodowej konstruowanie dowodéw w aksjomaty-
zacjach hilbertowskich nie jest zadaniem tatwym i SCI nie stanowi tu
wyjatku. Znalezienie dowodu nawet prostej tautologii moze wymagac kre-
atywnosci. Jako przyktad rozwazmy formute (p = q) — (q = p), ktdrej
dowdéd przedstawiamy ponizej, a ktéra wyraza fakt, ze spdjnik = reprezen-
tuje relacje symetryczna.

Zastosujemy nastepujace skroty:

o:=(p=p)
B:=(p=q)
Y:=(q=p)

d:=((p=p)=(qg=p))
KRZ - tautologia klasycznego rachunku zdari w jezyku SCI

Dowdd formuty 3 — y:

1. o Ax1
2. B— (ot —9) AXx5
3.0 > (x—> ) Ax2
4. 0= [B—(x—=08)) = ((8 = (x—7v)) = (B—V))I KRZ
5. B—=(x—=8)) = (8= (x—v))—(B—v) MP(1,4)
6. (6> (x—v))—>(B—7) MP(2,5)
7. -y MP(3,6)

Symetri¢ = mozna wigc udowodni¢ w 7 wierszach, ale sam dowdd nie
jest ani intuicyjny, ani prosty, gdyz znalezienie odpowiednich instancji ak-
sjomatéw dla identycznosci, od ktérych dowdd nalezy zaczaé, a nastepnie
odpowiednich tautologii klasycznego rachunku zdan, dzigki ktérym przy
uzyciu reguly modus ponens otrzymuje si¢ dowodzona formule, jest ra-
czej efektem pewnej formalnej kombinatoryki niz naturalnej dedukcji.
Twierdzenie o pelnosci umozliwia oczywiscie semantyczna weryfikacje
dowodliwosci formut, co w przypadku dowodzonej powyzej formuly pro-
wadzi do prostego i do§¢ naturalnego dowodu symetrii = bezposrednio
W semantyce:
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Semantyczny dowdd formuty (p = q) — (q = p):
Niech M = (U, D, =, 5, =) bedzie dowolnym SCl-modelem, zas v do-
wolnym warto§ciowaniem w M. Wykazemy, Ze:

*  vilp=q)—(q=p))eD.
Na mocy definicji warto$ciowania otrzymujemy nast¢pujacg rownosc:
v((p=4q) = (g=p)) = (v(p)=v(q))>(v(q)=v(p)).

Korzystajac z warunkéw semantycznych natozonych na SCl-modele, do-
stajemy:

Il
a
=

Il
hel

v((p

wtedy i tylko wtedy, gdy  (v(p)=v(q))>(v

wtedy i tylko wtedy, gdy  jesli (v(p)=v(q)) € D, to (v
wtedy i tylko wtedy, gdy  jesli v(p) =v(q), tov(q) = v(p).

Ze wzgledu na to, ze ostatnie zdanie w powyzszym ciggu réwnowaznosci
jest prawdziwe na mocy symetrii rownosci, w dowolnym modelu M i dla
dowolnego wartosciowania v w M zachodzi v((p = q) — (q = p)) € D,
co oznacza, ze formula (p = q) — (q = p) jest tautologia SCI, a zatem
jest dowodliwa w SCI. Dow6d semantyczny czyni wigc istotny uzytek
z faktu, ze identyczno$¢ formul wyraza réwnos$¢ denotacji tych formut,
a relacja réwnosci jest symetryczna.

Dedukcyjne systemy tablicowe zazwyczaj wykorzystuja w swojej kon-
strukcji semantyczng charakterystyke danej logiki, a dowody formut prze-
prowadzane w takich systemach nasladujq sposoby rozumowar przeprowa-
dzanych w semantyce. W kolejnej sekcji przedstawiamy system tablicowy
T ktorego konstrukcja motywowana jest semantyka SCI. Na przykta-
dach pokazemy dziatanie systemu, a nastgpnie dowdd jego poprawnosci
i pelnosci.

2 System tablicowy Tg,

Systemy tablicowe wyznaczone s3 zazwyczaj przez zbiér regut inferen-
cji i aksjomaty. Aksjomatami sg wyréznione zbiory formul. Reguty maja
nastepujaca postac:
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(ﬁ)fbu{ﬁﬂp} (=) D u{p -}
@ u{p} Ou{-e} DU}
Oui{pp=9)} .

(sym) EIICIEETT oile P > 9
Pud(e)uip=p} .

) S Ca(e/momp=p 2P

O u{p#}
(#1) Doipzo,a=1} (#2)
D u{p=—1}

(=)

D U {~(@ - )}
D (@, )

D u{p #1p}

Puf{a=@,B=1Y, B}
Qufp=(p—1)}

D0 {p=—0 0=}

Pufp=(qg—-1)}
Duip=(qg—a)ux=1}

Oufp=(g=1)}
DPu{p=(g=a),a=1}

Dufp=(¢=1v)}

(=L)

ﬁ
Il
I
-

(=)

Pufp=(ax—B),a=¢,p =1V}

®u{p=(p—q)}
Du{p=(x—q)a=e}

Ouip=(p=4q)}
Oufp=(a=q),a=¢}

D u{p =1}

Pufp=(x=p),x=¢,p =10}

Oufa=pa=¢,p =1}

=

), (=

=

)

Ograniczenie w regutach (#;), (#2), (=-), (=2), (=L), (=), (=
(==), (=): wyrézniona formuta reguly nie jest prosta.

Tablica 1: Reguly systemu Tg,.

(reg) ——— . n>1,
9 o o
gdzie @, @4, ..., @, s3 skoficzonymi zbiorami formul. Zbiér @ nazy-

wamy przestankq, za§ @1, . .., Oy, konkluzjami reguly (reg). Reguty po-
winny zachowywac spelnialno$¢ zbioréw formut, do ktérych sa stosowane.
A zatem przecinek wystepujacy w regule (reg) mozna interpretowaé jako
meta-koniunkcje, za$ rozgalezienie, oznaczane symbolem ,,|”, jako meta-
alternatywe.

System tablicowy T¢, skfada si¢ z regut i aksjomatéw przedstawio-
nych odpowiednio w Tabelach 1, 2 i Tabeli 3. Dowody w systemie T,
maja postaé¢ drzew zlozonych z galezi, w ktérych wystepuja wierzchotki
utozsamiane ze zbiorami formut. Drzewem dekompozycji dla formuly ¢
w systemie Tg,, (lub krocej: TE -drzewem dla @) nazywamy drzewo
spelniajace nastepujace warunki:

56



Dedukcyjne dylematy: przypadek niefregowski

(=1) Cuip=q}
(I)U{prqrpE q}|®U{*P,_‘qxqu}
(=7) ®ufp=-—q}
T ®ufp,~q,p=-q}|®U{-p,q,p=—q}
- Odufp=(q—r1)}
(=7)

D U{P»ﬁq:eﬂq) U{p:T:qu) U{"p:q:ﬁrye}’
gdzie® = (p = (q — 1))

| Ou{p=(q=r)}
(Dud)l|d)u(D2|d)u(D3\(Dud)4\(Dud)5|d)u(D6

(= , gdzie:

ll

O, ={p,q,m,q=r,p=(q=71)}
®2={p,—'q,—‘T,qET‘,pE(qET‘)}
®3:{_'p7q7r7q7_érvp5( =

q
®,={-p,q,-1,qZ1,p=(q=71)}
©5 ={—-p,~q,T,q#T,p=(q=1)}
®s = {-p,—q,-T,q#1,p=(q=1)}

@ v i{p#dq}
q)ui{prqre}'q)u{pr_'qwe}‘q) U{_'p»q’e}|® U{_‘p7_'qwe}’
gdzie ® = (p # q)

(=1)

Ograniczenia: przestanki regut (=1), (=7), (=7 ), (=F), (=1) s zbiorami pro-
stych formut.

Tablica 2: Reguly systemu T,

1. Korzen drzewa to zbiér {—@}.

2. Kazdy wierzcholek, z wyjatkiem korzenia, powstaje przez zastosowa-
nie do jego poprzednika jednej z regut systemu Tg,.

3. Wierzchotek nie ma nastepnika, gdy jest zbiorem aksjomatycznym lub
nie stosuje sie do niego zadna z regut systemu Tg|. Wierzchotek bez
nastepnika nazywamy lisciem.

Reguty (=), (=), (——) nazywamy regutami dekompozycji, zas (Sym)
i (fun) regutami redukcji. Z kolei reguly (#1), (#£2), (=), (=Y), (=7,),
(=-), (L), (EL), (==), (=), (=71), (=7), (=7), (=5), (=1) na-

zywamy r;gufam; dla identycznosci. Litery o i 3, wystepujace w regu-
tach (#1), (#2), (=), (=-), (L), (=L), (=-), (L), (=L), (=2),

reprezentuja nowe zmienne zdaniowe, to znaczy takie, ktére nie wystepuja
w zadnym poprzedniku wierzchotka, do ktérego stosowana jest reguta
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Zbiory aksjomatyczne:

(Ax1) @ u{e # @} (Axz) @ u{p,~¢}

gdzie @ jest SCl-formuta, za§ @ jest dowolnym skoriczonym zbiorem SCl-formut.

Tablica 3: Aksjomaty systemu T,

wprowadzajaca zmienna. W regule (fun) wyrazenie ®(¢) oznacza zbiér
(by¢ moze pusty) ztozony wylacznie z takich formut, ktére zawieraja co
najmniej jedno wystapienie ¢, za§ @ oznacza zbiér (byé moze pusty)
zlozony wylacznie z takich formut, w ktérych ¢ nie jest podformuta.

We wszystkich regutach systemu T§, przestanki maja posta¢ @ U {@*},
gdzie @ reprezentuje skoriczony (by¢ moze pusty) zbiér SCl-formut
(na ktdry to zbiér moga by¢ nakfadane pewne dodatkowe warunki), zas
©*, nazywana formutlq wyréznionq danej reguty, jest SCl-schematem,
determinujacym stosowalno$¢ danej reguly i postac jej konkluzji. Regute
z przestanka @ U {@*} mozna zastosowac do zbioru X U {¢@} pod warun-
kiem, Ze ¢ jest najmniejsza (w sensie wprowadzonego wczesniej porzadku
<) formuta w zbiorze X U {@}, @ jest instancjg schematu @* oraz w wy-
niku zastosowania reguly co najmniej jedna z konkluzji zawiera formule,
ktéra nie wystepuje w X U {@}, z zastrzezeniem, Ze:

— regule (fun) mozna zastosowaé do danego zbioru pod warunkiem, ze
wynik jej zastosowania nie jest kopia tego zbioru,

— dla danej formuly @ reguly (=71), (=7), (=7), (=F), (=) mozna
zastosowaé do zbioru X U {@} co najwyzej jeden raz,

— reguly stosowane sa w nastgpujacym porzadku: (—), (— —), (=),
(sym), (fun), (#1), (#2), (=-), (=L), (=L), (=-), (L), (=L),
(==), (5), (=7), (=7), (=7), (7). (=0).

Gatgz T -drzewa nazywamy domknietq, gdy zawiera zbi6r aksjoma-
tyczny. GataZ, ktéra nie jest domknieta, nazywamy otwartq. T -drzewo
jest domkniete, gdy wszystkie jego galezie sa domknicte. Formula ¢ jest
dowodliwa w systemie T¢,, gdy istnieje domknigte TE,-drzewo dla ¢.
Domknigte TE,-drzewo dla @ nazywamy dowodem @ w systemie T,
(inaczej: Ty -dowodem dla o).

Warto zwréci¢ uwage na kilka waznych cech systemu T¢. Oczywiscie,
jak w tradycyjnych systemach tablicowych, konstrukcje drzewa dekompo-
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zycji dla @ zaczynamy od formuty —@. W pierwszej kolejnosci stosujemy
reguly dekompozycji, a nastepnie reguly (sym) i (fun), o ile jest to moz-
liwe. Reguta (sym), kodujaca symetri¢ identycznosci, gwarantuje nam,
ze wszystkie identycznosci, ktére wystepuja w — @, staja si¢ identyczno-
Sciami, w ktdrych lewa strona identycznosci jest niewigksza (w sensie rela-
cji <) od prawej. Z kolei regula (fun) pozwala nam zastgpié kazda formule
1 zmienna zdaniowa p, o ile p = 1 pojawilo si¢ w wierzchotku. Jednym
z zadan reguty (fun) jest wigc redukcja ztozonosci formut wystepujacych
w drzewie. Z perspektywy semantycznej reguta (fun) koduje wlasnosé
funkcyjnosci operacji = w SCl-modelach. Jesli w wyniku zastosowa-
nia regut dekompozycji oraz regut (sym) i (fun), drzewo dla ¢ nie jest
domknigte, to jego wierzchotki zawieraja wylacznie zmienne zdaniowe, ne-
gacje zmiennych, identycznos$ci lub ich negacje. Jesli wierzcholek zawiera
identycznosci, ktére nie sg prostymi SCl-formutami, stosujemy reguty
(#1), (F2), (=), (L), (=5). (=-), (EL), (=L), (==) oraz (=), ktére
przeksztafcaja wszystkie identycznodci i ich negacje do zbioru prostych
SClI-formut. Nowe zmienne zdaniowe, wprowadzane do drzewa przez te
reguly, pelnia funkcje denotacji formul wystepujacych po lewej lub prawej
stronie rozktadanej identycznoSci lub negacji identyczno$ci. Zauwazmy,
ze liczba zastosowan kazdej z tych regut w danej gatezi T -drzewa nie
moze by¢ wigksza niz liczba podformut —¢. A zatem T§,-drzewo zawiera
skoniczenie wiele zmiennych zdaniowych. Jesli w wyniku takiej konstruk-
cji dojdziemy do wierzchotka, ktéry nie jest domkniety, a jest zbiorem
wylacznie prostych SCl-formul, wéwczas, o ile to mozliwe, stosujemy
reguly (=7), (=7), (=7), (=F), (=1), po zastosowaniu ktérych moze
by¢ konieczne ponowne zastosowanie regut (Sym) lub (fun), o ile reguty
te nie generuja kopii zbioréw. Zauwazmy, ze zastosowanie jednej z regut
(=71), (=7), (=7), (=F), (=1) do zbioru X U {@} generuje nastepnik
X', ktéry zawiera formule ¢. Jednak ponowne zastosowanie tej reguty do
X’ z wyr6zniong formulg @ jest zablokowane odpowiednim warunkiem
stosowalnosci regut. Ze wzgledu na to, ze w T -drzewie wystepuje skoni-
czenie wiele réznych zmiennych zdaniowych, a wyjsciowa formuta —¢
ma skoriczenie wiele podformut, liczba mozliwych podstawiefi i ich kom-
binacji jest réwniez skoriczona, to znaczy domkniecie skoficzonego zbioru
formut na regute (fun) zwraca skornczong rodzineg skoriczonych zbioréw.
A zatem jesli reguta (fun) stosuje si¢ do wierzchotka X’, to musi istnied taki
jego nastepnik, Ze ewentualne zastosowanie do niego reguty (fun) zwrdci
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zbidr bedacy kopia X'. Ze wzgledu na to, Ze reguta (fun) nie stosuje si¢ do
wierzchotka, gdy jej potencjalne zastosowanie generuje kopie, liczba moz-
liwych zastosowari reguly (fun) jest réwniez skoriczona. Opisane powyzej
wiasnosci regut systemu T, gwarantuja, ze kazde drzewo jest skoriczone.
Mamy wigc:

Twierdzenie 2. Niech ¢ bedzie SCl-formulq. Kaide T, -drzewo dla @
Jest skoriczone.

Koricowe wierzchotki w gatgziach T, -drzew nazywamy lis¢mi. Na mocy
definicji T§s -drzewa kazdy 1iS¢ jest skoriczonym zbiorem formut, do kt6-
rego nie stosuje si¢ zadna z regut systemu Tg,.

Dziatanie systemu Tg, zilustrujemy kilkoma przyktadami. W Tabeli 4
przedstawiony jest T -dowdd formuty (p = q) — (q = p), za$§ w Ta-
beli 6 T -dowéd (p = —q) — ((q = —1) — (p = ——1)). Przykiad
otwartego T, -drzewa — dla formuly p # q, ktéra nie jest tautologia
SCI — zawiera Tabela 5. Zaktadamy, ze zmienne zdaniowe uzyte w tych
przyktadach uporzadkowane sa nastepujaco: p < q < r < s. Dla prostoty
w wierzchotkach drzew zamiast zbioréw formut uzyte zostaly ciagi formut,
a formuly wyréznione zostaly podkreslone.

]
=)
I
Kol
l
a
I
<

(—)

he]

I
o
w—

q’ P (sym)

\
P=q,Pp#(

domknigte

Tablica 4: T -dowdd formuly (p = q) — (q = p).

P.9,P=dq P, P=(

otwarty 1i§¢ X; otwarty 1i§¢ Xo

Tablica 5: Otwarte T -drzewo dla formuly —(p = q).
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ﬂ[(pzﬁq)a((qzﬂ‘r)ﬂv?ﬂ“m (—)
p=-q,~((g=-1) > (p=--7)) (—)
\
p=-q,q=_T,pF T (fun)

\
pP=-9q,q=-T,p#—(q

domknigte

Tablica 6: T§,-dowéd formuly (p = —q) — ((q = —1) — (p = —=—71)).

Zauwazmy, ze w dowodzie formuly (p = q) — (q = p) z Tabeli 4
kluczowa regula jest (sym), czyli regula wyrazajaca symetri¢ operacji =
w SCl-modelach. Dowéd z Tabeli 6 w sposéb istotny wykorzystuje regule
(fun), ktéra dokonuje odpowiedniego podstawienia zmiennej ¢ w miejsce
—7. Z kolei w Tabeli 5 mamy przyklad drzewa dla formuly p £ q, ktorej
negacja jest spelnialna. Semantyczny dowdéd spelnialnosci formuly p =
q polegalby na konstrukcji SCl-modelu M i takiego warto$ciowania v,
dla ktérych zachodzi M,v = p = (. Oczywiscie, wystarczy do tego
dwuelementowy SCl-model i wartoSciowanie v, ktére zréwnuje wartosci
P i q w tym modelu. Mamy przy tym dwie mozliwosci. Warto$é v(p) moze
by¢ elementem wyrdéznionym ze zbioru D lub elementem spoza D. Dwie
galezie drzewa w Tabeli 5 reprezentuja wlasnie te dwie mozliwosci.
PrzeprowadZmy jeszcze krétka analize regut wykorzystanych w tym
drzewie. Ot6z pierwszy krok, czyli konstrukcja wierzchotka X = {p = q},
bedacego bezposrednim nastgpnikiem korzenia, nie budzi watpliwoSci.
Woéwcezas jedyna regula, ktéra stosuje si¢ do zbioru X, jest wlasnie
(=71). Regula ta generuje dwa wierzchotki X; = {p,q,p = q} oraz
X2 = {—p,—q,p = q}. Dlaczego do zbioréw tych nie stosuje si¢ juz
zadna z regut T&,-systemu, to znaczy zbiory te sa koficowymi wierzchot-
kami drzewa? Rozwazmy zbiér X;. Ze wzgledu na postaé formut, ktére
wystepuja w tym zbiorze, do X; potencjalnie stosuja si¢ reguly (=),
(sym), (fun). Jednak do X; nie mozemy zastosowaé reguly (=), bo
wyrdzniong formulg takiego zastosowania bylaby formuta p = g, a do-
kfadnie do tej formuly zastosowaliSmy regule (=) krok wczesniej. Do
X3 nie mozemy réwniez zastosowaé (sym), bo p < ¢. I w koricu, nie
mozemy zastosowaé do X; reguly (fun), gdyz jej ewentualne zastosowa-
nie — polegajace na podstawieniu zmiennej p w miejsce q we wszystkich
jej wystapieniach z wyjatkiem p = q — wygenerowaloby wierzchotek
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zawierajacy formuly p oraz p = ¢, a formuly te naleza do X;, wigc ten po-
tencjalny bezposredni nastgpnik X; bylby kopia X;. Analogicznie mozna
uzasadnic, ze X jest liSciem.

Zanim przejdziemy do kolejnej sekcji, w ktdrej przedstawimy idee do-
wodu poprawnosci i pefnosci systemu Tg|, oméwimy jeszcze jeden przy-
ktad, a mianowicie fragment pewnego T§. -drzewa z Tabeli 7. Ot6z za-
16zmy, ze w naszym T¢,-drzewie pojawia sig¢ wierzchotek Wy zawierajacy
nastepujace proste SCl-formuty: p, p = -7, q = —s, p = (q = p),
p = (s = ). Poniewaz p < q < r < s w pierwszej kolejnosci mu-
simy zastosowaé regule (sym) (dwukrotnie) do formut p = (q = p)
ip = (s =r). W ten sposéb uzyskamy wierzchotek W5, bedacy bez-

Tablica 7: Dziatanie T¢,-regut na zbiorze prostych SCl-formut — przyktad
galezi.

(W1) P,P=E"T,q="85,pP= (q EP):P =(s=r7)

(WZ) P:pE_‘rqu_‘S:pE(qu):pE(TES) (=7

(W3) p,-t,p=-1T,q=—-s,p=(p=4q),p=(r=s) (=
(Wa) p,qﬁrﬁs,Pzﬁnqzls,pz(pzq),pz(rzs) (=3)
(Ws) p,qﬁrﬁs,B,PEﬂ”,q‘zﬁs,pz(qu),pE(rzs) (fun)
(Ws) p,—1,-s,p=q,p=-T,p=-s5,p=(p=p),p=(r=s) (=

7)

(Wr) P:q:_‘r»_‘S:PEQ:PE“T‘:PE_‘&PE(PEPLPE(TES) (=
(WS) p:q:"ryﬁslpzqrpzﬁrrpzﬁslpz(pzp)x E(TESJ (

(We) p,q,-7,-s,p=p,p=
E(TE

\
(W) p,q,~T,—s,p=p,p=q,T=s,p=-T,p=-s,
pE(p:p)» T

(Wi1) p,q,-1,p=p,p=q,r=s,p=-T,p=(p=p),
p=(r=r)

(=1T)+(=F)+(=1)

\
(Wiz + Wiz + Wia) p,q,—7,—78,p=Pp,P=¢q,T=T,T=8,p =T,

p=(p=php=(r=r1)
otwarty li§¢
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posrednim nastgpnikiem W;. Regulfa (fun) nie stosuje si¢ do Wa, gdyz
zadna z formul, ktére wystepuja po prawej stronie identycznosci, nie
jest podformuta pozostalych. A zatem mozemy jedynie zastosowac re-
guly dekomponujace identyczno$¢. Stosujemy wiec regute do najmniejszej
w tym zbiorze identycznosci, a mianowicie do p = —r. Drzewo si¢ wow-
czas rozgalezia, a w jednej z tych galezi bezpoSrednim nastepnikiem Wy
jest W3, Teraz zastosowanie reguty (=7) do formuly p = — jest zabloko-
wane. Zauwazmy tez, ze regula (fun) nie moze by¢ zastosowana do formut
—T,p = —T, gdyz jej potencjalne uzycie zastepuje formule —r zmienna p,
a zatem uzyskany w ten spos6b wierzchotek bylby kopia W3. Stosujemy
wiec regute (=7) do formuly q = —s. Drzewo si¢ wéwczas rozgalezia,
a w jednej z tych gatezi bezposrednim nast¢pnikiem W3 jest wierzchotek
W,. Oczywiscie ani do p = —r, ani do ¢ = —s nie mozemy juz zasto-
sowac reguly (=7'). Do W, nadal nie mozemy zastosowa¢ reguly (fun),
w szczeg6lnosci do —s, q = —s, gdyz w rezultacie takiego zastosowania
otrzymalibySmy kopi¢ W,. Stosujemy wigc regule (=T ) dop = (p = q),
a w jednej z powstatych w ten sposéb gatezi bezposrednim nastepnikiem
W, jest wierzchotek W5, w ktérym pojawia si¢ formuta p = . Tym ra-
zem mozemy zastosowaé regute (fun) do Wi s p = q, gdyz w wyniku
jej zastosowania eliminujemy z Ws migdzy innymi ¢, a dodatkowo otrzy-
mujemy formuly p = —sip = (p = p), ktére nie wystepowaly w Ws.
Dostajemy w ten sposéb wierzchotek Wg, do ktérego reguta (fun) sie nie
stosuje, gdyz jej ewentualne zastosowanie generuje kopi¢ Wps. Stosujemy
wiec regute (=) do formuly p = q i w jednej z powstalych w ten sposéb
galezi mamy wierzchotek W7, w ktérym ponownie pojawia si¢ q. Jed-
nak tym razem ponowne zastosowanie reguly (fun) jest juz zablokowane.
W kolejnym kroku stosujemy wigc regule (=7) do p = —s, co rozgalezia
drzewo, a w jednej z tak uzyskanych galezi jest wierzchotek Wy tozsamy
z wierzchotkiem Wr. Do wierzcholka stosuje si¢ wéwczas reguta (=5 ), co
prowadzi do wierzchotka Wy, ktéry jest bezposrednim nastgpnikiem Wy
w jednej z powstatych gatezi. Zyskujemy nowa formute p = p. Do zbioru
Wy nie stosuje si¢ regulfa (fun); inaczej uzyskalibySmy kopi¢ Wo. W tym
momencie powinni§my zastosowac regute (=) do formuly p = p, ale jej
zastosowanie generuje dwie gatezie: w jednej bezposrednim nastepnikiem
Wy bedzie zbidr rowny Wy, w drugiej zas galezi uzyskamy wierzchotek
z formutami p, —p, a zatem zbidr aksjomatyczny, ktéry zamyka gataz. Po-
mijamy wiec ten krok w prezentacji drzewa, a nastepnie stosujemy do Wy
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regule (=T ) (formula wyrézniong jestp = (r = s))iw jednej z galezi bez-
posrednim nastepnikiem Wy jest wierzchotek Wig. Zastosowanie reguly
(fun) do Wip generuje wierzchotek Wy; # Wig. Dalsze zastosowanie
reguly (=) do v = s oraz reguly (=F) do p = (p = p), a nastgpnie
(=1) do v = r daje kolejno wierzchotki Wi, = Wi3 = Wiy, Ostatni
wierzchotek jest otwarty.

Przyktad ten pokazuje, ze ograniczenia, ktére natozyliSmy na reguty
systemu T, sg istotne, by system generowat drzewa skoficzone. Przyktad
ten dobrze tez ilustruje, Ze w przypadku spetnialnego zbioru formut reguly
systemu T&., generuja niezbgdne, ale i wystarczajace informacje o deno-
tacjach bedacych interpretacjami formul z rozwazanego zbioru i réwno-
Sciach miedzy tymi denotacjami. Informacje te zawiera koficowy wierz-
chotek w drzewie z Tabeli 7. A zatem, by wykaza¢ spelnialno$¢ zbioru
formul z wierzchotka W, wystarczy wzig¢ co najmniej dwuelementowy
SCl-model, w ktérym operacje odpowiadajace spdjnikom — i = spelniaja
warunki:

=g _{1,gdya ¢D

0,gdy a €D,

Qb — l,gdya=b
~ | 0, w przeciwnym wypadku,

gdzie 0,1 € U, 1 € D oraz 0 ¢ D, a nastgpnie okresli¢ warto§ciowanie v
nastepujaco:

v(p) =v(q) = 1orazv(r) =v(s) =0.

To za$ oznacza, Ze system T&. nie tylko pozwala weryfikowaé tauto-
logiczno$¢ SCl-formut, ale réwniez generuje zasoby niezbgdne do kon-
strukcji kontrmodelu formut, ktére nie sa tautologiami SCI. I w koricu,
zauwazmy réwniez, ze liS¢ otwartej gatezi T, -drzewa, jak w przykta-
dzie z Tabeli 7, ma nast¢pujace wlasnosci: (1) wszystkie formuly sa pro-
stymi SCl-formutami; (2) we wszystkich identyczno$ciach lewa strona
jest mniejsza (w sensie relacji <) od prawej; (3) jeSli g jest zmienng
zdaniowg, ktéra w lisciu jest podformuta identycznosci o postaci &« = f3,

= —fB, x = (f = p), dla pewnych zmiennych zdaniowych «, 3, p, to
albo q albo —q nalezy do liscia; (4) zwrotne, symetryczne i przechodnie
domknigcie identycznosci wystepujacych w liciu jest niesprzeczne i repre-
zentuje relacje rownowaznosci. Wykorzystamy te obserwacje w dowodzie
petnosci systemu T&g,.
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3 Poprawnos¢ i pelnosé systemu Tg,

W czedci tej przedstawimy ide¢ dowodu twierdzenia o poprawnosci i pet-
nosci systemu T&,,. Wykorzystamy do$¢ standardowe metody, ale warto
juz teraz zwréci¢ uwage na wazna ceche T -regut, ktéra odréznia T -
system od wielu innych systeméw tablicowych dla logik nieklasycznych.
Ot6z reguly TE, sa poprawne w silnym sensie, a mianowicie przestanka
reguly jest zbiorem spelnialnym wtedy i tylko wtedy, gdy meta-alternatywa
jej konkluzji jest spetnialna. Wlasno$¢ ta oznacza, ze reguly sa odwracalne.
Skorzystamy z tej wtasno$ci w dowodzie petnosci. Wykazemy bowiem, ze
lis¢ otwartej gatezi T -drzewa jest spelnialny, to znaczy, skonstruujemy
SCl-model i warto$ciowanie spelniajace wszystkie formuly z liscia, co
ze wzgledu na silng poprawno$¢ regut bedzie implikowaé spetnialnos¢
wyjsciowej formuly —@. W ten sposéb wykazemy, ze jesli nie istnieje
domknigte TE -drzewo dla formuly @, to —¢ jest spetnialna, a zatem
samo ¢ nie jest SCl-tautologig.

3.1 Poprawnosé

Regute
D

————dlan>1
Dy ... | D

nazywamy silnie poprawng w SCI, gdy spelniony jest nastepujacy wa-
runek: @ jest SCl-spetnialny wtw istnieje 1 < n takie, ze ®@; jest SCI-
spelnialny.

Lemat 1. Kazda reguta systemu T, jest silnie poprawna w SCI.

Dowdéd. Dla przyktadu wykazemy silng poprawnosé reguly (==), gdyz
w przypadku pozostatych regut ich poprawnos$¢ mozna udowodni¢ analo-
gicznie lub wykorzystujac proste wtasnosci SCl-modeli.

Zat6zmy, ze istnieja SCl-model M = (U, D, =, 5, =) oraz wartoScio-
wanie v w M takie, ze M,v = 9 dla kazdej formuly 9 € ® U {p =
(@ = V)}. W szczegblnosci wiec v(p = (¢ = P)) € D, co na mocy
warunkéw semantycznych natozonych na SCl-modele i warto$ciowania
oznacza, iz v(p) = (v(@)=v(1))). Niech v’ bedzie warto$ciowaniem
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w M takim, ze v/(a) = v(@), v/(B) = v(P) zas v'(q) = v(q), dla
kazdej zmiennej zdaniowej takiej, ze q # « oraz q # [3. Zauwazmy,
ze v/ jest dobrze okres§lonym wartoéciowaniem, gdyz zmienne « i f3

nie wystepuja w ® U {p = (¢ = )}, co w szczegblnosci impli-
kuje, ze v'(p) = v(p), V'(9) = ( ) oraz v'(P) = v(). A za-
tem v/(at) = v/(¢@) oraz v/(B) = v/(), a stad otrzymujemy, ze mo-

del M i warto§ciowanie v’ spelniaja ¢ oraz p = . Co wigcej,
v ()=V(B) =V (@)=V/ (), czyliv/(p) = v/(ax = B). To zas oznacza,
ze kazda formuta z @ U {p = (ax = B),x = @, = P} jest spetniona
w M przy wartosciowaniu v’.

Dowdd w drugg strone jest nawet prostszy. Niech M i v spelniaja @ U
{p=(a=B),a=¢,B =1} Wtedy v(p) = v(ax = B), v(a) = v(o)
oraz v(B) = v(\), co oznacza, ze v(p) = v(@)=v(P), czyli v(p =
(¢ = 1)) € D, a zatem M i v spetniaja wszystkie formuly ze zbioru
® U {p = (¢ = V)}. PokazaliSmy wiec, ze reguta (==) jest silnie
poprawna w SCI. O

Nastepujacy lemat jest prostym wnioskiem z definicji SCl-modelu:

Lemat 2. Zaden ze zhiorow aksjomatycznych systemu TS, nie jest SCI-
spetnialny.

Twierdzenie 3 (Poprawnos¢ TE)). System T, jest poprawny, to znaczy
jesli ismieje T -dowdd formuty @, to @ jest SCl-tautologig.

Dowéd. Zatézmy, ze @ € FOR jest dowodliwa w T&.,. Wtedy istnieje
domknigte T§ -drzewo dla @, to znaczy korzen tego drzewa zawiera — @,
a kazda jego galaZ koficzy si¢ zbiorem aksjomatycznym. Na mocy Le-
matu 2, wszystkie zbiory aksjomatyczne systemu T, sa niespeinialne
w SCI. Co wigcej, z Lematu 1 wynika, ze T§,-reguly zachowuja obu-
stronnie niespetnialno$¢ zbioréw, do ktérych sa stosowane, to znaczy jesli
wszystkie konkluzje wygenerowane przez regule sa niespetnialne, to nie-
spelnialna w SCI jest przestanka, do ktérej ta regula zostala zastosowana.
A zatem w kazdym kroku konstrukcji T -drzewa, idac od jego lisci do
korzenia, mamy zbiory formut, ktére nie s spetnialne w SCI. W konse-
kwencji réwniez korzen drzewa zawiera zbidr niespetnialny, a stad {—¢}
nie jest zbiorem spetnialnym w SCI, czyli ¢ jest SCl-tautologia. |
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3.2 Petnosé

W pierwszej kolejnosci zdefiniujemy szereg poje¢ uzytecznych w dowo-
dzie petnosci. Punktem wyjscia bedzie zbiér FORX wszystkich podformut
formut nalezacych do liscia X otwartej gatezi T -drzewa oraz genero-
wany przez FORX zbiér identycznosci IDX, wskazujacy, ktére z formut
w FORX maja identyczne denotacje. Nastepnie dowodzimy szereg wha-
snoéci X, FORX i IDX, a w koricu, korzystajac z zasobow FORX i relacji
réwnowazno$ci okreslonej na zbiorze formul, konstruujemy model i war-
tosciowanie spetniajace wszystkie formuly X.
Niech X bedzie lisciem otwartej gatezi TE,-drzewa. Definiujemy:

FORX £ {1 : ) € Sub(X)}.
Reguly systemu T, gwarantuja nastgpujace whasnosci:

Lemat 3. Niech X bedzie lisciem otwartej gatezi T4y -drzewa. Wtedy:

(X1) X jest zbiorem prostych SCl-formut.

(X2) Jesli @ € FORX, to @ jest prostq SCl-formulg lub ma postaé
P — q, dla pewnych zmiennych zdaniowych p, q.

(X3) Jesli @ =1 € FORX, 10 @ <.

(X4) Jesli @ # 1 € FORX, 10 ¢ < 1.

(X5) Jeslip=qeX top,qe Xlub —p,—qe X

(X6) Jeslip=—qeX top,—qeXlub—p,qeX

(X7) Jeslip=(q—or)eX top,—q€ Xlubp,vr€ Xlub —p,q, 1€
X.

(X8) Jeslip=(q=r) e X tod; < Xdlapewnegoic {1,...,6},
gdzie ©; to zbiory okreslone w Tabeli 2.

Zdefiniujemy teraz zbidér identyczno$ci generowany z identycznoS$ci nale-
zacych do X.

d:f{(pz1b:<pzlbeX1ub1pz(peX}u{(pz(p:q)eFOR}

X df — — =
D741 = 1Dy, v DY, DT,

ID}

gdziezbiory ID [, ; i IDfﬁL ,1-dla# € {—, =}, zdefiniowane s nastgpujaco:

D1 E{—p=—p:o=1peclD)},
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ID¥,, € {(o#9) = (W#x) : @ =, 9 =x € Uy IDF}.

Wreszcie:

ID* < | JIDX o {@—q); istnieja 01,..., 0k, k > 1,

n=0

takie, ze @ = 01,...,0k =P € U |D§}.

n=0
Relacj¢ ~ na FOR definiujemy w nastepujacy sposdb:
@ ~ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy @ = € IDX.

Lemat 4. Niech X bedzie lisciem otwartej gatezi T&q -drzewa. Wtedy
relacja ~ jest relacjq réwnowaznosci na zbiorze FOR.

Dowod. Bezposrednio z definicji ~ oraz ID* otrzymujemy, ze X jest
zwrotna i przechodnia. Wykazemy indukcyjnie, ze & jest symetryczna.
Niech @, € FOR beda takie, ze @ = ) € ID¥. Wowczas na mocy
definicji IDF, ¢ = ¢ € IDX < IDX. Zalézmy teraz, ze dla dowolnych
0 < k < n zachodzi:

(¥) Jesli@ =1 e ID}, top = ¢ e IDX,

Pokazemy, ze (#) zachodzi dla n + 1. Niech ¢ = \ € IDX 41, CO 0znacza,
ze formuta ta nalezy do D, ; lub IDf 1» czyli ma jedng z nastepujacych
postaci: (1) =9 = —x lub (2) (O#x) = (o#7), dla pewnych formut
9, %, 0,Ti# € {—,=}.

Jesli =9 = —x € ID,,;, to 9 = x € IDX, co na mocy zatozenia
indukcyjnego oznacza,ze x =¥ € IDﬁ. A zatem, bezposSrednio z definicji
ID,.,,,dostajemy, ze =X = =0 € IDﬁH. Jesli (O#tx) = (o#7) € IfoH,
tod=o0¢€Upcn DYix=re Uk<n ID¥. Na mocy zatozenia induk-
cyjnego otrzymujemy, ze 0 = 9 € (<, IDX oraz T = x € Uk<n IDY.
A zatem z definicji IDf+1 otrzymujemy (o#71) = (9#X) € IDfH. Poka-
zaliSmy wiec, ze (*) zachodzi dla dowolnego k > 0.

Niech 04, ..., 0y, dlak > 1, beda formutami takimi, ze ¢ = 04, ...,
0 =V naleza do | J, >, ID)T<L. Na mocy (*), dla kazdego i € {1,...,k}
formuly { = 6y, ..., 01 = ¢ réwniez musza naleze¢ do UnZO IDfL, co
implikuje, Ze p = @ € IDX i koriczy dowdd symetrii ~. ]
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Lemat 5. Niech X bedzie lisciem otwartej gatezi TSy -drzewa. Wtedy jesli
—¢ € FORX, to:

(%) @ e X u IDX wredy i tylko wtedy, gdy —¢ ¢ X U IDX.

Dowéd. Niech —¢ € FORX. Wtedy ¢ = p lub ¢ = (p = q), dla
pewnych zmiennych zdaniowych p, q. Rozwazmy przypadek, gdy ¢ = p.
Zbiér IDX zawiera wylacznie identycznosci, a zatem jesli p € X u IDX,
top € X, astad —p ¢ X, gdyz w przeciwnym razie X bytby zbiorem
aksjomatycznym, co przeczyloby otwartosci gatezi, do ktérej X nalezy.
A zatem —p ¢ XU IDX. Zal6zmy wiec, ze —p ¢ X UIDX, ale p ¢ X. Wtedy
q = —p € X < FORX, dla pewnej zmiennej zdaniowej q. Wtasno$é (X6)
z Lematu 3 implikuje wéwczas, ze albo p € X albo —p € X, sprzecznosé.

Pokazemy teraz, ze lemat zachodzi dla @ = (p = q). Poniewaz p
q € FORX, top # q € X, gdyz X jest zbiorem prostych formut, a w zadnej
z nich p # ¢ nie moze by¢ wlasciwa podformuta. Wtedy p # q oraz
p = q ¢ X, gdyz w przeciwnym razie X bylby zbiorem aksjomatycznym.
Wystarczy wiec pokazaé, ze jeslip # q € X, top = q ¢ IDX.

Na mocy Lematu 3 (wlasnos$é (X4)) otrzymujemy, iz p < ¢. Definicja
IDX gwarantuje, ze p = q ¢ IDX, dlan > 0, a skoro p = q ¢ X oraz
p#q.top=qé¢IDY, dla dowolnego n > 0. Przypusémy jednak, ze
p = q € IDX. Musza wtedy istnie¢ formuty 01, ..., 0,, rézne od p i q
takie, ze spelnione sg nastepujace warunki dla kazdegoie {1,...,n—1}:

(Al) p =07 lub 0; = p nalezy do X,
(Ai) 0; =0;;1 lub B;1; = 6; nalezy do IDZ(H, dla pewnego n; > 0,

(An) q = 6,, lub 0,, = g nalezy do X.

Zat6zmy, ze n = 1. Niech p = 0; € X, co oznacza, ze p < 6;. Wtedy
jesli ;1 = q € X, to 0; < g, a zatem p # 0; musi naleze¢ do X,
gdyz w przeciwnym razie do X, zawierajacego formuly p # qi6; = q,
stosowataby si¢ reguta (fun), co oznaczaloby, ze p = 0; € X oraz p #
01 € X, sprzeczno$é. Z kolei jesli g = 0 € X, to q < 61, co oznacza, Ze
p = q € X (w przeciwnym razie (fun) stosowataby sie do X), a to przeczy
zalozeniu.

Przypusémy wiec, ze 01 = p € X, co implikuje, ze 0, < p, a stad
01 < g, gdyz p < q. To za$ oznacza, ze 0; = q € X. Wiemy jednak,
ze formuly p # q i 0; = p naleza do X oraz 6; < p, a stad wynika,
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ze 01 # ¢ réwniez musi naleze¢ do X, gdyz w przeciwnym razie do X
stosowataby si¢ regula (fun) i X nie bylby lisciem. OtrzymalisSmy wigc,
ze obie formuly 6; = q i 6; # q nalezg do X, co z kolei oznacza, ze X
jest zbiorem aksjomatycznym, a to pozostaje w sprzecznos$ci z zatozeniem
o otwarto$ci gatezi, do ktérej nalezy X.

W ogélnym przypadku, gdy n > 1, dowdd jest analogiczny. m]

Lemat 6. Niech X bedzie lisciem otwartej gatezi TS -drzewa. Wtedy dla
dowolnych formut @, \p,d,X oraz # € {—, =} zachodzi:

1. Jesli @ =, to —@ ~ —.
2. Jesli @ ~porazd =~ x, to (#3) ~ (V#x).

Dowdd. Niech# € {—,=}.Zal6zmy, ze ¢ ~ 1, toznaczy ¢ = € IDX.
Jesli @ = ¥ € Upso DX, to z definicji ID* réwniez =@ = — €
IDX. Zatézmy, ze istnieja 0q,...,0 takie, ze ¢ = 01, ..., 0k =P €
Unso IDi(l, czyli istnieja my, ..., my takie, ze @ = 0, € IDX ., ...,
0 = P e IDX,,,. Bezposrednio z definicji IDX otrzymujemy wiec, ze
—@=—0;€IDX,11,..., =0k = = e IDX,, 11, co z kolei oznacza,
7e =@ = —p e IDX, czyli =@ ~ —. Dowdd (2) jest analogiczny. O

Korzystajac z Lematu 3, wlasnosci regut i konstrukeji drzew w systemie
T&c, mozna udowodni¢ nastepujacy lemat:

Lemat 7. Niech X bedzie lisciem otwartej gatezi T4y, -drzewa. Wtedy:

(D0) Jesli (e X, pe FORX i { ~p, top e X

(D1) Jesli Ce X, @ e FORX i { ~ —e, to @ ¢ X.

(D2) Jesli e X, @ = e FORX il ~ (@ =), to ¢ ~ .

(D3) Jesli e X, @ > e FORX il ~ (@ — ), to ¢ ¢ XIubp e X.

Dowdd powyzszych wlasnosci jest do$¢ elementarny, ale wymaga zmud-
nych rachunkéw i rozwazania wielu przypadkéw, dlatego go pomijamy.
Nieformalne uzasadnienie tych wtasnosci znaleZzé mozna w dyskusji w Sek-
cji 2.

Klase abstrakcji wyznaczona przez formute ¢ € FORX bedziemy ozna-
czaé @~. Niech @, € FORX i # € {—,=}. Méwimy, ze @~ jest (—)-
domkniete ze wzgledu na \ € FORX, gdy @ ~ Vi = € FORX. Jesli
nie istnieje P € FORX takie, ze @~ jest (—)-domkniete ze wzgledu na
1, to méwimy, ze @~ nie jest (—)-domknigte. Pare (¢~, ™) nazywamy
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(#)-domknieta ze wzgledu na (9, %), dlad,x € FORX, gdy @ ~ 9,1 ~ X
oraz 9 # x € FORX. Jesli nie istnieja §,x € FORX takie, ze (@~,)~)
jest (#)-domknigte ze wzgledu na (9, x), to méwimy, ze para (@~, ™)
nie jest (#)-domknieta.

Niech 0,1 ¢ FORX beda takie, ze 1 # 0. W dalszej czesci pracy
zaktadamy, ze dla dowolnychw, u € {0, 1} oraz @ € FORX, w nie jest (—)-
domknigte oraz pary (w,u), (w, @) i (¢~,w) nie sa (#)-domknigte.

Niech X bedzie liSciem otwartej galqm TSCl—drzewa X-strukturq nazy-
wamy strukture o postaci MX = (UX, DX, =, 5, ) taka, ze:

- UX={@~:@eFOR"} U{1,0},dla1,0¢ FOR"i1 0,
— DX = {we UX:istnieje @ € X takie, ze @ € w} U {1}.
Operacje =, =, = zdefiniowane sa dla dowolnych w, u € U nastgpujaco:

t, gdyw jest (—)-domknicte ze wzglgdunap i — € t,
L 1, gdyw nie jest (—)-domkniete i w ¢ DX,

0, w przeciwnym wypadku.

t, gdy (w,u) jest (—)-domknicta ze wzgledu na (9, x)

iv—>xet,
wouZ 1, gdy (w,u) nie jest (—)-domknieta
i(w ¢ DXlubue DX),
0, w przeciwnym wypadku.
t, gdy (w,u) jest (=)-domknieta ze wzgledu na (9, x)
a id=yxet,

gdy (w, u) nie jest (=)-domknigta oraz w = u,

0, w przeciwnym wypadku.

Lemat 8. Niech X bedzie lisciem otwartej gatezi TS -drzewa. Wtedy X-
struktura jest SCl-modelem.

Dowdéd. Niech MX = (UX, DX, =, 5, =) bedzie X-struktura. Oczywi-
scie, UX, DX sa niepuste, a DX jest wlasmwym podzbiorem UX. Najpierw
nalezy wykazaé, ze =, = i = sa funkcjami na UX. Dla przyktadu wyka-
zemy, ze — jest funkcja.

Niech w € UX. Jesli w nie jest (—)-domkniete, to ~w jest jedno-
znacznie okreslone, na mocy definicji <. Zalézmy wiec, ze w = @~ jest
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(—)-domkniete ze wzgledu na P, |’ € FORX. Wtedy @ ~ U, @ ~ |’
oraz —, =’ € FORX. Z symetrii i przechodnio$ci ~, dostajemy, ze
1P ~ P’. Z kolei Lemat 6 implikuje, ze — ~ —’, co oznacza, ze
“w = (—)* = (—’)*. Dowody, ze > i = sa funkcjami na UX, s3
analogiczne i réwniez wykorzystuja Lemat 6.

Wykazemy teraz, ze dla dowolnych w, u € UX zachodzi:

1. =w e DX wtedy i tylko wtedy, gdy w ¢ DX,
2. wSu e DX wtedy i tylko wtedy, gdy w ¢ DX lub u e DX,
3. w=u e DX wtedy i tylko wtedy, gdy w = 1.

Dowéd 1: =w e DX wtedy i tylko wtedy, gdy w ¢ DX.
Zauwazmy, ze jesli w € UX nie jest (—)-domkniete, to ~w € {0,1},
a dowodzona réwnowaznos¢ jest prosta konsekwencja definicji operacji <.
Niech w = @~, dla @ € FORX, bedzie (—)-domkniete ze wzgledu na
1P € FORX. Wtedy — € FORX, @ ~ 1\ oraz “w = (—)~. Zat6zmy,
e ~w = (—)¥ e DX, Wrtedy istnieje ¢ € X taka, ze { & —p. Wlasnosé
(D1) z Lematu 7 implikuje wéwczas, ze b ¢ X. Przypu$émy teraz, dla
dowodu nie wprost, ze ™ € DX. Wtedy istnieje x € X taka, ze x ~ 1\,
a stad na mocy Lematu 6 otrzymujemy, ze —X ~ —. Z symetrycznosci
i przechodnio$ci ~ dostajemy, ze { ~ —x. Z (D1) Lematu 7 wynika
woéwczas, ze X ¢ X — sprzecznos$é. A zatem P~ ¢ DX, czyli w ¢ DX,
Zalézmy teraz, ze =w ¢ DX, czyli (—)~ ¢ DX. A zatem dla dowolnej
formuly C, jesli  ~ —, to ¢ ¢ X. W szczegblnosci —p ~ —p, a wigc
—Pé¢ X czyli - ¢ Xu IDX, co na mocy Lematu 5 oznacza, ze P € X,
czyliw =~ e DX
Dowéd 2: w5u € DX wtedy i tylko wtedy, gdy w ¢ DX lub u € DX,
Jesli para (w, u) nie jest (—)-domknieta, to wtasno$¢ wynika z definicji
operacji . Zal6zmy wiec, ze para (w, u) jest (— )-domknieta, to znaczy
istnieja 9 i x takie, ze w = 9%, u = x~, 9 — x € FORX oraz w5u =
(® — x)~. Zauwazmy, ze skoro & — x € FORX, to istnieje p € FORX
takie, Ze p = (q — 1) € Xoraz 9 = q i x = 1, dla pewnych zmiennych
zdaniowych q i r. To za$ oznacza, ze p ~ (q — r). Ponadto, skoro p =
(@ — r) € X, to na mocy Lematu 3, (X7) zachodzi jeden z nastepujacych
przypadkéw:

(—1) p € Xoraz (—q € X1ub r € X),
(—2) =pe X, qe Xoraz -t € X.
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Niech w=u € DX, to znaczy (q — 1)~ € DX, Witedy istnieje ¢ € X taka,
ze { ~ (q — r), a stad na mocy (D3) z Lematu 7, ¢ ¢ X lub r € X,
co implikuje, ze w = g~ ¢ DX lub u = 1~ € DX. Zalézmy teraz, ze
wSu ¢ DX, czyli (q — 1)~ ¢ DX. Wtedy dla dowolnej formuly ¢, jesli
(~(q—or1),tol¢ X Poniewazp =(q —>r1)e X, top ~ (q — 1),
a wiec p ¢ X. Zachodzi wigc przypadek (—2), czyli q € X oraz —r € X.
W konsekwencji w = q~ € DX oraz u = v~ ¢ DX,

Dowéd 3: w=u e DX wtedy i tylko wtedy, gdy w = .

Bezposrednio z definicji operacji = mozna fatwo wykazaé, ze jesli para
(w,u) nie jest (=)-domknieta, to wlasnosé zachodzi. Zatézmy wigc, ze
para (w, u) jest (=)-domknigta, to znaczy istnieja & i x takie, ze w = 9%,
u=x~,9=xeFORXoraz (w=u) = (3 = x)~.

Zalézmy, ze w=u = (9 = x)~ € DX. Wtedy istnieje formula ( taka,
ze ( € Xoraz { ~ (9 = x), conamocy Lematu 7 (D2) oznacza, ze & ~ ¥,
azatem ¥~ =w = u = x~. Zalézmy teraz, ze w=u = (¥ = x)~ ¢ DX
Wtedy dla dowolnej formuly ¢, jesli { ~ (¥ = x), to { ¢ X. Relacja ~ jest
zwrotna, a zatem w szczegllnosci (¥ =x) ~ (D =), czylid = x ¢ X.
Wtedy z 9 = x € FORXi9 = x ¢ X wynika, ze & # x. To za$ oznacza,
ze 9 #x e XU IDX, astad i z Lematu 5 dostajemy, ze 9 = x ¢ IDX, czyli
¥ % x. Azatem 3~ =w # u =X, co koriczy dowdd. ]

Niech v¥ bedzie wartosciowaniem w SCl-modelu MX = (UX, DX, =, >,
=) okreslonym nastgpujaco:
W ) p~,edy p e FORX AV,
0, gdy p € V\FORX.
oraz dla dowolnych ¢, € FOR:

X( —¢) = “vX(p)

X #¥) =X (@) #VX(W), dla # € {—,=}.

Oczywiscie VX jest poprawnie okreslonym SCl-warto$ciowaniem.

v
v

Lemat 9. Niech X bedzie lisciem otwartej gatezi TE,-drzewa. Wtedy dla

~

dowolnej formuty @ € FORX, v¥(¢@) = ¢~.

Dowéd. Dla zmiennych zdaniowych p € FORX teza zachodzi na mocy sa-
mej definicji vX. Jesli —¢ € FORX, to @~ jest (—)-domkniete ze wzgledu
na @ € FORX, a zatem z definicji operacji = dostajemy, ze =@~ =
(—@)~. Poniewaz v* jest SCl-wartosciowaniem v¥(—¢) = =vX(¢),
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a stad VX (—@) = (—@)~. Niech # € {—,=}. Jesli p# € FORX, to
@, € FORX oraz (@, ™) jest (#)-domkniete ze wzgledu na (@, ),
a zatem na mocy definicji operacji # wiemy, ze @~#UP~ = (e#VP)~,
a stad i z faktu, ze VX jest SCl-warto$ciowaniem, otrzymujemy, iz

VX(@#1)) = ~F#UP~ = (@#U)7, co koriczy dowdd. ]
Nastepujacy lemat jest prostym wnioskiem z definicji modelu MX:

Lemat 10. Niech X bedzie lisciem otwartej gatezi T§q,-drzewa. Wtedy dla
dowolnej formuty @ € FORX, jesli ¢ € X, to M*,vX = o.

Twierdzenie 4 (Petnos¢ T§s)). Dla dowolnej SCl-formuty o, jesli ¢ jest
tautologiq SCl, to istnieje domkniete T§s,-drzewo dla .

Dowdd. Niech ¢ bedzie SCl-formulg. Przypusémy, Ze nie istnieje dom-
knigte T&-drzewo dla @. WeZmy lis¢ X otwartej gatezi TS, -drzewa dla
@. Wtedy na mocy Lematu 10 kazda formuta ze zbioru X jest spelniona
w SCl-modelu MX przy wartosciowaniu vX, a zatem zbiér X jest SCI-
spetnialny. Z Lematu 1 wynika wéwczas, ze kazdy poprzednik X w otwartej
galezi, do ktérej nalezy X, jest rtéwniez zbiorem spetnialnym w SCI, a stad
w szczeg6lnosci korzen drzewa, czyli { — @} jest zbiorem SCl-spetnialnym.
To za$ oznacza, Ze @ nie jest tautologia SCI. O

Whioskiem z Twierdzen 2, 3 1 4 jest:

Whiosek 1. System T&s, jest procedurqg decyzyjng dla SCI.

4 Podsumowanie

Przedstawiony w pracy system Tg. jest poprawna i pefna procedura
decyzyjna dla SCI. Przyktady dowodéw przedstawione w Sekcji 2 sugeruja,
ze system T moze by¢ skuteczniejszy niz systemy DTscy i Tsci, gdyz
dowody formut z Tabeli 4 i 6 s3 prostsze i krétsze niz dowody tych sa-
mych formut w systemach DTgc) i Tgg). Poréwnanie wszystkich trzech
systeméw wymaga oczywiscie poglebionych badan i testéw. Ewidentna
réznica pomiedzy T a pozostatymi systemami jest drastycznie wigksza
liczba regut angazujacych spéjnik identyczno$ci. W systemie T, jest ich
az 17. Z drugiej strony trudno uznaé t¢ okoliczno$¢ za wade. To dos¢
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czeste zjawisko w systemach dedukcyjnych: im wigcej regul, tym fatwiej-
sza i efektywniejsza dedukcja.
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Axioms, hypotheses and rules;
methodological considerations

Andrzej Indrzejczak

Abstract We consider different ways of representing formal theories and
hypothetical reasoning in the framework of sequent calculus (SC). These
two issues, although apparently separate, require similar technical treat-
ment. Moreover, a deeper analysis of special features of SC leads to further
distinctions in their analysis. Various factors have an impact on the ways
in which axioms or hypotheses may be formally conducted in SC. The
most important are connected with different interpretations of the notion
of a sequent and with different kinds of deducibility relation induced by
SC. We will show that both axioms and hypotheses may be expressed not
only by special sequents but also by special rules. To this effect we will
state a general theorem on possible ways of transforming sequents into
rules and focus on the problem of their good proof-theoretical behaviour.

Introduction

Proof theory, since its origins in Hilbert Program, was involved in re-
search on formal properties of mathematical theories, like consistency or
decidability. Logics and formal theories were mostly investigated in the
setting of Frege-Hilbert axiomatic systems. This approach is based on the
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traditional view of axiomatic theories but reformulated in the way which
permits stricter formal control. In particular, in contrast to the traditional
semiformal approach to axiomatic theories, in the modern setting axioms
are formulated in the precisely defined formal language, and the set of
primitive rules of inference is established. This makes possible to define
precisely the central notion of a proof in axiomatic theory. Such an ap-
proach is elegant, simple, easy to describe and to investigate, but has some
disadvantages. In particular, modern formal axiomatic theories and formal
proofs are far from the practice of mathematicians.

The groundbreaking works of Gentzen [7] and Jaskowski [12] provided
the first formally accurate approaches to the notion of proof. The new
kinds of formal systems they introduced independently, namely natural
deduction (ND) and sequent calculi (SC), changed radically the character
of Hilbertian proof theory. Although the limitative results of Godel and
others showed that far-reaching aims of Hilbert Program cannot be realised,
the new tools have opened the new perspectives. ND and SC allow us not
only to construct formal proofs closer to practical reasoning, but also to
obtain new metatheoretical results concerning formal theories. Indirectly
they had also an influence on the development of automated deduction,
since proof systems popular in this area like resolution and tableau calculi,
are in a sense derivative of SC. They provided also the basis for more
philosophically oriented research concerning the notion of logical constant
and the development of proof-theoretic semantics.

In what follows we focus on two issues which may seem totally separate
at first sight: formalization of theories and hypothetical reasoning. These
issues are strongly connected also with other problems, like encoding
definitions by means of specific rules, but there is no space for further
elaboration. Our considerations will be carried out in the framework of
SC which allow us to notice deep connections between them. Since the
machinery of SC is crucial for understanding our considerations we start
with a brief survey of this calculus and its properties.

1 Sequent calculus

Sequent calculi, introduced by Gentzen as a kind of auxiliary system for
investigation on natural deduction proofs, soon became the most important
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tool of modern proof theory. A standard notion of sequent is an ordered
pair of the form I' = A (or @4, ..., ox = Y1, ..., Py, withk = 0,n > 0).
I" is called the antecedent and A the succedent of a sequent with I', A being
finite multisets of formulae!. As the point of reference we will use a stan-
dard SC for classical logic FOL, similar to the original Gentzen’s system
LK. It consists of the following structural and logical rules:

=A@ o, ll=L
(AX) o=0 (Cut) TS AT
'= A = A
W=) o 7=a =W Ao
¢, 0,"=A r'=A4,9,¢
(=) Tor=a A =y
(—=) I=4A¢ (=—) =4
-, = A '= A, —@
(A=) o, P, '=A (=) '=A ¢ TI=ZXZV
orp, = A M= AL, oA
(V:>) (Prr:>A 11)7”:}2 (:>v) r:>A,(p,1|)
ovy, I TT= A X = A, v
(o) '=A oo YIlI=LX (=) o, "= AP
o=, M= AL M= A, o—1¢
(V=) ex/t],T= A (=) I'= A, plx/d]
Vxe,'= A '= A, Vxo@
(3! ex/a,l'= A (=3) I'= A, @lx/t]
Ixe,'= A '= A, Ixe

1. where a is a fresh variable (eigenvariable) not occurring in I', A, .

Formulae displayed in the schemata are active whereas those in (possi-
bly empty) multisets I', A are parametric (or form the context). In particular,
a unique formula in the antecedent or succedent of the conclusion is the
principal formula of the respective rule application whereas active formu-
lae in the premisses are called side-formulae. Proofs are defined as trees
labelled with sequents where each leaf is an axiom and edges are regu-

1 Sometimes sets are sufficient. On the other hand, more refined data structures are often
needed; in particular, Gentzen applied finite sequences.
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lated by the rules. Let us focus on some of the characteristic features of
the logical rules. First of all they are rules of introduction of a constant,
either to the antecedent or to the succedent of a sequent. Moreover, using
a terminology of Wansing [24] (see also Poggiolesi [18]), we can observe
that they have the following properties:

— Separation: a rule for a constant should not exhibit any other constants
in its schema.

— Weak symmetry: each rule should either introduce a constant to the
antecedent or to the succedent; if both rules for a constant are of such
akind, the calculus is (simply) symmetric with respect to this constant.

— Weak explicitness: a constant should be present only in the conclusion;
if only one occurrence of it is present a rule is (simply) explicit.

— Subformula property: only formulae present in the conclusion and
their subformulae (modulo substitution of terms) are present in the
premisses.

Rules satisfying these properties are also called canonical by Avron [2].
Note that cut rule does not satisfy the subformula property; an arbitrary
formula ¢ is present in the premisses but not in the conclusion. Thus if
we have SC with primitive cut which cannot be eliminable, a proof search
cannot be carried out reasonably in a root-first manner, since we do not
know in advance if at some stage cut should be used with some arbitrary ¢
introduced. This has a destructive influence for the possibility of construc-
tive proofs of decidability (or semidecidability) or interpolation. This is
why in the modern proof theory constructive proofs of the eliminability of
cut (or in ND setting of the normalization of proofs) are so important. On
the other hand, the cut rule may be very useful, for example for proving the
equivalence of SC with other kinds of formal systems. Thus the optimal
situation is when we can provide SC characterization of a logic/theory
where cut is in principle not required for proofs in the system (they are
analytic in a sense) but admissible. We will illustrate some of its technical
advantages in the forthcoming sections.

Among various factors having an impact on the ways in which formal
theories or hypothetical reasoning may be formally expressed in the frame-
work of SC the most important are connected with different interpretations
of the notion of a sequent and with different kinds of deducibility relation
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induced by SC. In particular, sequents may be interpreted in the following
two ways:

1. Reductive; by reading them as formulae. This may be obtained in
several ways, in particular:

a. Ig(@1,. @i = Y1, Pk) = Q1A . A @i >V VL vk
b. Ic(@1, @i = b1, k) = —(@1A . A@A TP AL A —Yy)
¢ Ip(@1,- @i = V1,0 Pi) = 2Q1 Vo, vo@i VDL VoL v i

2. Consequential; by treating = as expressing some kind of consequence
relation |-.

The list is far from being complete (see e.g. Paoli [17]) but only such in-
terpretations are of importance in the context of our considerations. Among
the reductive interpretations I is the original Gentzen’s interpretation,
Ic, Ip denote conjunctive and disjunctive interpretations. Concerning the
problem of consequence relation induced by SC we can distinguish at least
two different kinds of related |—. The first of them was already pointed out
as a consequential or metalogical reading of =. This consequence relation
holds between the (multi)sets of formulae, and in contrast to Tarskian re-
lations which hold between sets and single formula is often called Scott’s
consequence relation. But we can consider also consequence relations de-
fined between sets of sequents and single sequents, i.e. — = P(Seq) x Seq.
However, due to trivialization of = by any of reductive readings given
above, it may be reduced to Tarskian consequence relations.

Note again that different interpretations allow us to exhibit intuitively
the importance of cut rule. If we interpret = as a consequence relation,
then cut expresses its transitivity which is an essential feature of every
such relation. Also, if I', A, TT are empty (and X a singleton), then we can
see cut as a kind of (generalised) modus ponens. This case may be also
understood as expressing the application of lemmata in a proof; ¢ is the
result that has already been proven and we just use it to shorten a proof
we are currently constructing. Cut may be also interpreted in a semantical
manner. If we consider a version of cut with the same sets of parameters
in both premisses, and we read this rule in a root first manner, it can be
treated as expressing the principle of bivalence. Specifically, let us say that
the conclusion I' = A is falsified, i.e. all formulae in I are true and all in A
false in some model. Then, any ¢ is either true or false in this model, which
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means that either @, = A or I' = A, ¢ is falsified. The same reading
applies if we interpret I' = A dually, as verified, then both premisses are
verified.

These remarks are again connected with the variety of possible reductive
interpretations stated above. To explain the connection let us recall that
Hintikka [9] provided one of the first versions of tableau calculus for
classical logic. His version is an indirect one in the sense that if we want
to prove that I' — ¢ we start with I', —¢ and decompose this set by means
of suitable rules until we construct a tree (with sets of formulae as nodes)
where each leaf is contradictory, i.e. contains some 1, —. The main
difference with SC is that instead of sequents simply sets are used and that
a tree is built upside-down. One can easily check that in Hintikka’s tableau
system there is a step-wise simulation of every rule of SC:

= A r/a _'A/
M= A’ - r,—A
r:> A I"/ = A/ r//, _|AI/
= A" - T, —A T/, —A

This step-wise simulation is based on the interpretation I¢. In the case of
negation a simulation of (— =>) is trivial and the counterpart of the second
rule is a double negation elimination. On the basis of this translation we
obtain:

Theorem 1 (Equivalence of Hintikka tableaux and SC).

e IfThtaw @ (=T,70 F1qv L), then Fsc T = .
° If FscT=A, then I, =AbT1qp L.

There is a dual version of tableaux devised for classical logic by Ra-
siowa and Sikorski [19] and developed significantly for several logics and
theories by Ortowska and her collaborators (see in particular Ortowska and
Goliriska-Pilarek [16]). It is based on disjunctive reading of sets, i.e. on
Ip. In fact, as far as we are concerned with tableau systems for classical
logic, this dual version is just an upside-down version of Schiitte’s SC [22]
with one sided sequents.

SC is also in close relationship to resolution calculi of Robinson [20],
in particular on the propositional level?. Note that propositional resolution

2 More on the relations between SC and resolution see for example in Avron [1], Gallier
[6], or Fitting [5].
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rule is just a cut performed on atomic sequents. The main difference is
that in ordinary resolution systems we operate on clauses but we know that
they correspond to atomic sequents by Ip so this is only a minor notational
variant. What is more important is how we obtain a set of clauses (atomic
sequents). Standard resolution is again an indirect method; to prove that
¢ we transform —¢ into its conjunctive normal form and then make
resolutions on its member clauses until we derive an empty clause, i.e. L.
In the framework of SC (with cut) we can divide the job into two stages.
We start with ¢ = and build upwards a completed proof tree for it which
by the subformula property must terminate. All nonaxiomatic leaves of this
tree provide a set of sequents from which we derive = by cuts only. In the
general case of proving I' - ¢ we can establish the equivalence of both
methods in the following:

Theorem 2. For any sequent the following are equivalent:

1+ P10, Pi = ll)l)"‘;ll)k
2. = Q1,00 = @O, 01 =, .., =+ =

where |- is the relation defined on sequents.

We should conclude with the following remark. All these corresponden-
cies hold for standard forms of SC, tableaux, dual tableaux and resolution
in the context of classical logic. In case of nonclassical logics the situa-
tion is much more complicated and there are no simple, uniform ways of
changing one system into another but equivalent one. In order to simplify
our considerations in what follows we assume that classical logic is always
the basis of considered extensions.

2 Formal theories

Let us focus on the problem of using (classical) SC as a basis of formal-
ization of elementary theories. Negri and von Plato [14] described four
approaches to this question:

1. Addition of axiomatic sequents = ¢ for each axiom @.

2. Addition of “mathematical basic sequents” which consist of atomic
formulae.
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3. Addition of all axioms as a context in the antecedents of all provable
sequents.

4. Addition of new rules corresponding to axioms.

In every class we can find several SC formalizations of well known
elementary theories. The first approach may be called the “naive” one
since it treats SC in the same way as Hilbert system and does not refer to its
specific features. Not surprisingly such a solution obstructs the application
of specific virtues of SC; in particular, cut elimination theorem cannot
be proved. Suppose we have instances of axioms of the form = ¢ and
= @ — 1. In such a system obviously  is a thesis, but the only way to
prove it is the following:

Q=@ P =1
=@ -, 0=
= @ =1 (Cut)
=

Hence cut cannot be eliminated, although their applications may be
restricted to such where one of the premisses is an axiom.

The second approach may be seen as a refinement of the first and
was already applied by Gentzen in his formalization of Peano arithmetic
[8]. It leads to the addition of axiomatic (atomic) sequents of the form
@1,..., @i = V1, ..., Py, where all @;,1 are atomic formulae. Although
cut in general is not eliminable, this approach allows us to provide more
detailed proof analysis.

The third approach was also considered by Gentzen. Interestingly
enough, one can prove cut elimination for it but for any theorem ¢ of
respective theory we do not obtain proofs of = ¢ but of ' = ¢ where
I" is a collection of instances of suitable axioms required in the proof. Ac-
cordingly, this approach does not provide an interesting tool for analysis of
proofs.

There is a variant of this approach which in fact can be treated also as
belonging to the last group. For each axiom ¢ an SC rule is postulated for
elimination of this axiom, which is of the form:

(—=)

(Cut)

o,'= A
(AB) F=A
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Such formalization of cut-free SC for classical logic with identity is
considered in Gallier [6], where @ can be an instance of suitable axioms
characterising identity. Also Bell and Machover [3] apply this approach in
the tableau framework where it is represented just as a rule of introduction
of suitable instances of axioms on the branch. Note that in the context of SC
this solution, although applied in the cut-free version, is in fact equivalent
to addition of the special form of cut. This follows from the result that the
cut elimination theorem is equivalent to the result showing eliminability of
(AE) where @ is an arbitrary thesis (see Indrzejczak [10]).

It seems that the most interesting approach, in particular for our pur-
poses, is the last one. Gallier’s solution is literally speaking of this sort,
but it is not very satisfactory since (AE) is rather a trivial kind of rule
mechanically applied to any formula. The subformula property does not
hold and cut freeness is apparent, as we noted above. Generally speaking, it
is not in any sense better than the first approach. What we need is the gen-
eration of genuine rules with active formulae in premisses and conclusions
and satisfying possibly some welcome proof-theoretic properties like cut
elimination or a reasonable form of the subformula property. Such solution
which, in some specific form, was advocated by Negri and von Plato [14]
and applied to formalisations of several theories on the basis of SC, found
many adherents. In particular, Troelstra and Schwichtenberg [23] in the
second edition of their well known textbook introduced this characteriza-
tion of identity instead of the axiomatic characterization which was present
in the first edition. Identity is characterised by means of two rules:

1 = to, @Ix/t1], oIx/t2],T= A t=t,l=A
(RE) t =t ox/t1],T= A (REP) '=A

which are added to SC. In general, the specific features of Negri and von
Plato’s approach are connected with the fact that active formulae are atomic
and occur only on one side of sequents. We will call this variant the one-
sided approach; systems in [14] are in fact left- (or antecedent-)sided but in
[15] right-(or succedent-)sided systems are also considered. Rules of this
kind can safely be added without destroying all results concerning admis-
sibility of structural rules, including cut. However, the rule-based approach
to the characterisation of theories may be realised in many different ways,
not necessarily as one-sided, despite its obvious virtues. We will focus on
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this problem after consideration of the ways of formalizing hypothetical
reasoning in the setting of SC.

3 Hypothetical reasoning in general

Introduction of ND or SC decreased the gap between informal reasoning
and formal proofs. However, as was pointed out by Schroeder-Heister [21],
the very notion of hypothetical proof, and the role and the character of
hypotheses, was not clearly elucidated so far. In what follows, we try to
describe briefly in what way this concept may be treated in the setting of
SC. Schroeder-Heister [21] noticed that there are several competing views
concerning hypothetical proofs. One may distinguish:

1. No-assumption view.

2. Placeholder view.

(a) elimination by discharge;
(b) elimination by substitution.

3. Bidirectional view.

In [21] these approaches are presented as naturally connected with
the specific kind of formal system. The first is most naturally connected
with axiomatic systems. Deriving 1 on the basis of the assumption ¢ is
replaced with the proving of ¢ — 1 from axioms (and possibly earlier
proved theorems). As we noted above, such an approach is formally sound
but artificial, since proving theorems on the basis of temporarily assumed
hypotheses is common practice.

The second approach (in both versions) is considered as characteristic
for ND systems where assumptions may be freely introduced and specific
rules, like introduction of implication or reductio ad absurdum, allow their
later discharge. Another way of elimination of assumptions is by providing
their proof and substituting it in their place. Thus what is crucial in both
variants is that hypotheses are something similar to variables in open
formulae; they are placeholders. What is ultimately important is a sentence
(formula with no free variables) and a thesis having a proof with no open
assumptions.
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Only the last approach, namely bidirectional view, is presented in [21] as
something specfically connected with SC, since sequents are treated as ex-
pressing hypothetical proofs, and the rules of SC as rules transforming one
hypothetical proof into another one; possibly with no open assumptions.
But note that this reading is based on the specific kind of interpretation of
sequents (consequential one), very natural, but one of many possible. In
contrast to Schroeder-Heister’s view I'd like to treat the setting of SC as
the most general perspective and examine whether some additional ways
of expressing hypothetical reasoning do not arise which are dependent on
its abilities. Moreover, as we shall see, this issue shows close relationship
to the problem of handling theories in the framework of SC. Basically, it is
connected with the possibility of decomposition of complex assumptions
into their (atomic) parts, finally formalised either as sequents or as differ-
ent kinds of rules. Particularly important question is the influence of the
chosen options on preservation of good proof-theoretical properties like
cut-elimination and subformula-property.

4 Hypothetical reasoning in SC

Generally, the consideration of hypotheses in the setting of SC leads to
several distinctions which cannot be even stated in the context of axiomatic
or ND systems. For example, in ND both variants of placeholder view
may be unified — assumptions are eliminated either by discharge or by
substitution. But in SC we are forced to treat them differently.

At first sight it seems that things are simple and obvious. Hypotheses in
SC are expressed by axioms of the form ¢ = ¢ which naturally correspond
to arbitrary assumptions in ND. This approach is based on the interpretation
of = as |-, where the endsequent I' = ¢ in a proof expresses the fact that
@ is derived from the (multi)set of open assumptions I'. In particular, if
I' = ¢, then it shows that all assumptions were discharged in the course of
derivation. Hence this way of looking at hypotheses in SC corresponds to
the variant of placeholder view where assumptions should be discharged.

What with the second variant of placeholder view in which the assump-
tions are substituted by their proofs? It may be expressed in two rather
different ways:
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1. Hypotheses are expressed by additional topsequents = .

2. Hypotheses are added as a context to antecedents of (all/some) topse-
quents.

Simple example will serve to make clear a difference. Let us consider one
hypothesis @ to be eliminated by substitution. In both versions hypotheses
are eliminated by providing their proofs (composition of proofs), so we
assume that we have a proof of this hypothesis:

D,
=@

In the first version a proof based on the hypothesis ¢ looks like that:

= @
D,
= A

and we can compose both proofs:

D,

=
_Da
= A

In the second version we can eliminate the hypothesis ¢ by cut with the
antecedent of endsequent.

e, b=1 ...
D, _ D2
=@ o,'=A
(Cut) r= A

In both variants = is still interpreted as |-. Apparently, the second
variant is worse, since it explicitly applies cut. This is in contrast to for-
malization of theories obtained in the same way in Gentzen [8]. In that
approach axioms of given theory used to prove a thesis are collected in
the antecedent. Gentzen has shown that in this approach a proof of cut
elimination is saved. But this is because axioms remain intact in the endse-
quent, whereas hypotheses should be eliminated and this is performed by
the application of cut.

On the other hand, in the first variant it seems that cut is not necessary,
since the elimination of (proved) hypotheses is obtained by composition
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of proofs. But it is not true. Consider two assumptions of the form = ¢
and = @ — 1. Then the situation is exactly the same as in the case of the
simple treatment of formal theories, where cut is not fully eliminable.

Note that both ways of expressing elimination of hypotheses by sub-
stitution are syntactically equivalent to two possibile ways of formalizing
theories in SC, either by treating axioms as additional primitive sequents of
the form = @ or by keeping them in the antecedent of the proven sequent.
What is even more striking is that in each case hypotheses are expressed
in different way, either as axiomatic sequents ¢ = @ (elimination by dis-
charge), or as additional primitive sequents = ¢, or as elements of the
antecedent. The approach with = ¢ as additional topsequent also may
express the no-assumption view. Also the reading of = as — (Gentzen
[7]) is of this kind. If we take - < P(Seq) x Seq, then ¢ = ¢ cannot be
interpreted as hypotheses since they express trivial validities. Assumptions
may be expressed by other topsequents (again, in particular by = ¢ but
also by other ones; again we interpret = as —) or by rules.

As we noted, Schroeder-Heister considers only bidirectional view of
hypotheses as inherently connected with SC. The key point is that in SC
logical rules are defined both for the antecedent and succedent of a se-
quent. If we treat elements of the antecedent as the record of hypotheses
which are in force (i.e. neither discharged nor substituted), then in the
placeholder view nothing can be made with them just because they are
treated as placeholders only. This is reflected in ND systems in the sequen-
tial form where all logical rules affect only formulae in the succedents. By
contrast, in SC logical rules operate not only on the inferred consequences
of hypotheses but directly on them. As Schroeder-Heister put it “There-
fore, from a philosophical point of view, the sequent calculus presents
a model of bidirectional reasoning, that is, of reasoning that, by means
of right-introduction rules, extends a proof downwards, and, by means of
left-introduction rules, extends a proof upwards.” This is another evidence
for the richness of SC framework which, contrary to the Gentzen’s view,
represents something genuinely different than ND.

Thus we can observe that in both cases of formal theories and hypothet-
ical reasoning, transferring the discussion into the general setting of SC
allow us to observe deep technical coincidence, despite of the radically dif-
ferent motivation of both phenomena. In general, in both cases the proper
treatment requires the expression of investigated issues (axioms, hypothe-
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ses) as a special kind of sequents or rules. But what sequents? What rules?
We start with the latter.

5 Rule-generation theorem

One particularly nice solution, due to Negri and von Plato [14], and applied
in the context of theory formalization, was mentioned in section 3 and
illustrated with the formalization of identity theory. It has the advantage
that cut elimination theorem and the generalised subformula property holds
for SC with only such rules added. But other solutions are also possible and
one can ask how many? In order to put things in a systematic way we apply
the following theorem (to increase readability we use ,,|” as a separator of
premisses):

Theorem 3 (Rule-generation). For any sequent I' = A with ' = {¢;,
o okt and A = {bg,...,bnhk = 0,n = 0,k+n = 1, there are
2Kt 1 interderivable rules captured by the general schema:
=2, |Tli=Z{, @i | Y1, TTij1=Zipa [P, Ty = Ziyy
P T, T T, o, Ty = Xy, T4, Dty e, D, A7)

where T~V =T —{@1,..., @i} and A7 = A—{Py,...,pj} for0 < i<
k,0o<j<n

The proof of this convenient theorem may be found in [11] and it should
be underlined that it requires only applications of axiom ¢ = ¢ and
cut (in fact, cut is only necessary when proving that n-premiss rule is
derivable from k-premiss rule, 0 < k < n), so it holds not only for clas-
sical logic. Although its formulation may seem not to be very readable,
its intuitive sense is quite straightforward. Informally, it shows that for any
sequent we can provide different rules which are interderivable with it.
Premisses of these rules are obtained either by deleting some formula from
the antecedent of the respective sequent and putting it in the succedent (of
respective premiss), or conversely, by deleting a formula in the succedent
and putting it into the antecedent of a premiss. The conclusion of such arule
is provided by what remains intact in the input sequent. Let us illustrate
what we can obtain from modus ponens (MP) formulated as a sequent: (1)
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©, 90— =1

(2) v, '= A (3) '= A @
(P,(P-’ll),r=>A (P—>1|),r=>A,l])

(4) =A@ - (5) '=Ao TI=X ¢ o1
¢, =AY IT= A2

(6) '=A e Y,ll=1 (7) l'=Ap—-1v YP,ll=12
o -V, INTT=AX o, NTT= A, X

(8) '=Ae TI=X¢—->19 P,A=0
ITL,A= AL, 0

Note that (4) is just a converse of the deduction theorem (DT); this
explains why implication can be characterised just by one double sound
rule mixing MP and DT. (5) is just MP stated as a proof rule, not an
inference rule like in (1). (6) is just an ordinary antecedent introduction
rule of SC. (7) can be seen as a formulation of modus tollens (MT) as
a proof rule. The remaining ones may seem artificial but the feeling of
artificiality or naturalness for such rules depends mainly on the context.
For example, if we apply the rule-generation theorem in the setting of
tableau system, the counterparts of (2) and (3) are:

r — Ie—1Y,—
which correspond naturally to MP and MT. On the other hand, counterparts
of (5) and (7), which were naturally interpreted in SC as proof formulations
of traditional MP and MT rules, in the tableau setting are rather unnatural:

(5/) I = (7/) I', @
I = | rr_'((p_’ll)) I | r)ﬁ((p_’lb)

The variety of forms is fine but not all of them have nice proof-theoretic
features. In particular, not all solutions yield cut elimination theorem and
provide the subformula property. One-sided approach due to Negri and von
Plato, based on the application of rules with all active formulae put in the
antecedents, works nicely with Dragalin’s strategy of proving cut admissi-
bility for specific version of SC. The disadvantage of this approach is that
we must provide numerous preliminary results concerning invertibility of
rules, admissibility of contraction e.t.c. Moreover, such kind of rules may
seem not necessarily the most natural in many cases.
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We have shown (e.g. in [11]) that working with rules having active for-
mulae in the succedents only seem to be more proof-construction directed
and with no necessity for proving preliminary results for cut elimination
theorem. The strategy of proof of cut elimination which works nicely for
such a solution is based on the approach originally developed by Metcalfe,
Olivetti and Gabbay [13] in the framework of hypersequent calculi, a gen-
eralised version of SC, particularly useful for non-classical logics. It is
based on two lemmata:

Lemma 1 (Right reduction). Let D; T = A, @ and Dy - @*, T = £
withdD1, dDy < do, and @ principal inT = A, @, then we can construct
a proof D such that D — T*,TT = A¥, ¥ and dD < de.

Lemma 2 (Left reduction). Let D, T = A, @  and Dy —T1 = £
with dD1,dD2 < d, then we can construct a proof D such that D
I T = A, Z% and dD < de.

In the formulation of the above lemmata d is a degree of cut formula and
dD is a degree of a derivation, which is the maximal degree of cut formula
in D.

Since all additional rules have active formulae in the succedents only
then the Right reduction lemma goes without any changes. We need only
additional work for the Left reduction lemma. From the latter the cut
elimination theorem follows.

6 Appropriate sequents

However, the strategies described in the preceding section work without
troubles only when suitable rules for nonlogical constants are defined on
atomic formulae. Note that rule-generation theorem works for any kind of
formulae (which our example with MP nicely illustrated) but if we look for
well-behaved rules we need to deal with sequents (1) composed of atomic
formulae only, i.e. the ground sequents in the sense of Gentzen. On the
other hand, axioms and hypotheses tend to have complex forms. In case
of truth-functional compound formulae the problem is not particularly
difficult, since all such formulae may be systematically decomposed by
means of SC rules. In the tree obtained in such a way all nonaxiomatic but
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atomic sequents collectively represent the input sequent. In fact it may be
seen as a procedure of obtaining a conjunctive-disjunctive normal form of
the input formula under Ip interpretation of sequents. But what to do with
quantified statements?

One may easily obtain suitable rules for the class of universal implica-
tions of the form Vx; ... xx (@1 A --+ A @ — Py v -+ v ), where
all ¢’s and \{’s are atomic formulae. To each such universal implication,
the general schema of SC rule in our favourite form will be:

=A@ ... T=A 0,
rzA)lblw"')lbm

Since axioms of many elementary theories can be formulated by means
of universal implications it is a result of significant value. Moreover, it may
be strenghtened to the wider class of basic geometric formulae of the form:

Vx1.ooxik (@1 A A @ = Fyr .yt v v b)),
where k > 1, ,n,m > 0, @’s are atomic formulae and \’s are either
atomic formulae or finite conjunctions of atoms.
This class may seem to be better treated by other approaches. For ex-
ample: In Braiiner [4] for every such basic geometric formula there corre-
sponds a rule of the following form:

Fr'=A0 ...T=A0n Y,T=A.. VY, T=A
= A

where no variables among yi, ...,y occurin ', A, @1, ..., @n, and for
eachi=1,... m: ¥, is a set of atoms that form conjunction ;.

Also in Negri and von Plato approach we can provide suitable rules of
the form:

01 ... on,¥Y1,T=A ... @1 ... on,¥Ym,T=A
©1 ... pn, = A
where no variables among yi, ...,y occurinl, A, @1, ..., ¢n, and for
eachi=1,... m: ¥ is a set of atoms that form conjunction ;.

However, for our preferred format of rules things are harder. Of course,
we can use rules of the form:

F:A,(Pl r:>A,(Pn
r=>A11<')1)"'11-')m
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but this time 1-s may be not atomic and the Right reduction lemma fails in
such a case. Fortunately, we may transform every Braiiner’s rule into finite
set of rules of the form:

r=>A,(p1 F:>A,(pn
rzArll)lr"xlbm

where for each 1 < m,1; is a selected (atomic) element of W;, for every
combination of these atoms.

This way we can also cover any such theory over SC for classical logic
with our general cut elimination theorem. As we noted above, complex
hypotheses may be treated in the similar way.
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Erotetic calculi for Classical Propositional
Logic and reduction to normal forms

Andrzej Wisniewski

Abstract Some one-sided erotetic calculi for Classical Propositional Logic
(hereafter: CPL) enable relatively easy conversions of a CPL-formula
into equivalent CPL-formulas in Disjunctive Normal Form (DNF) and in
Conjunctive Normal Form (CNF). A practical advantage of the proposed
approach is the absence of steps which often lead to mistakes when “‘stan-
dard” conversion procedures are performed by humans, namely applying
distributivity rules.

1 Preliminaries

By wffs we mean here CPL-formulas; the latter concept is defined in the
usual manner. A literal is a propositional variable or the negation of
a propositional variable. We use the letters A, B, possibly with subscripts,
as metalanguage variables for wifs. The letters S, T, again possibly with
subscripts, refer to sequences of wifs, the empty sequence included. We use
the sign ’ as the concatenation-sign for sequences of wifs. A metalanguage
expression of the form S ’ A denotes the concatenation of sequence S and
the one-term sequence (A, while a metalanguage expression of the form
S’ A’ T refers to the concatenation of sequence S’ A and sequence T.

Andrzej Wisniewski e-mail: Andrzej.Wisniewski@amu.edu.pl
Department of Logic and Cognitive Science, Faculty of Psychology and Cognitive
Science, Adam Mickiewicz University in Poznaii
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We distinguish between «-wffs and (3-wffs, according to the following
table:

Lo« Joafoof| B [B1]B2]
AAB |A|B]—-(AAB)-A|-B
—(AVB)|-A|-B|| AvB |A|B
—(A>B)|A|-B|| A>B |[-A| B

We adopt the usual conventions concerning omitting brackets, in par-
ticular for DNFs and CNFs.

Let 1 stand for truth and 0 for falsity. A function v from the set of wifs
to the set {1,0} is a CPL-valuation iff v satisfies the following conditions
for any wifs A, B: (a) v(—A) = 1iff v(A) = 0; (b) v(A v B) = 1 iff
v(A) =1orv(B) =1; (c) V(A AB) =1iff v(A) =1 and v(B) = 1;
(dv(A - B) =1iff v(A) = 0orv(B) = 1; () V(A « B) = 1iff
v(A) = v(B). Remark that the domain of a CPL-valuation is the whole set
of wifs, and thus a CPL-valuation assigns either truth, 1, or falsity, 0, to
each propositional variable.

In what follows we assume that the reader is familiar with the method
of Socratic proofs.!

2 E({?PL and DNF

In this section we consider left-sided erotetic calculus for CPL, resulting
from the calculus E&p (cf. [3]) by removing from it the rule R/L. We
label the calculus considered by E(E“?PL. Rules of EE*?PL operate on questions
which are based on sequences of left-sided sequents. A left-sided sequent
is an expression of the form:

S+ (1)

where S is a finite non-empty sequence of wffs, characterized by listing its
consecutive terms. As for E§p and, consequently, E%PL, a question is an
expression falling under the schema:

1 A general introduction to the method can be found in Chapter 8 of [5]. Let me add that
there exist many erotetic calculi for CPL and for First-Order Logic. Some non-classical
logics (including normal modal propositional logics and intuitionistic propositional
logic) have been formalized in the form of erotetic calculi as well. An interested reader
is advised to consult, e.g., [1] or [2].
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?7(®) 2

where @ is a finite non-empty sequence of left-sided sequents.

In what follows, the letters @, W will refer to sequences of sequents,
and the semicolon, ‘;’, performs the role of the concatenation-sign for
sequences of sequents. We omit angle brackets when referring to a one-
term sequence of sequents. Note that sequence {S; +,...,Sy ) can be

equivalently displayed as:?
Sik;. o Sm 3)

We will be making use of this possibility below, in particular when dis-
playing questions.

Here are the primary rules of the calculus E?PL:

5O . 20, S"a’'T +; ¥)
DS Ty Ty ' TH; YY)

s 2(0; SR TH; W)
B @S By TS B2/ T ¥)

g DS ——A T )
@, STAT R YY)

Till the end of this section by a rule we will mean a primary rule of the calcu-
lus E?PL'
Let us recall:

Definition 1 (Socratic transformation). A sequence {s1, Sz, ...y of ques-
tions is a Socratic transformation of a question 7(®) via the rules of EE’?PL
iff the following conditions hold:

1. §1 = ?(q)),
2. sy, where i > 1, results from si_1 by an application of a rule of E%‘)PL.

We introduce the following auxiliary concept:

28Since{S1 +,..., Sm F)={(S1 );...;{Sm ), and angle brackets can be omitted
in the case of one-term sequences of sequents.
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Definition 2 (Dissatisfaction of a left-sided sequent). A CPL-valuation v
dissatisfies a sequent S + iff v(A) = 0 for some term A of S; otherwise we
say that v satisfies the sequent S .

Rules of E?PL preserve dissatisfaction of left-sided sequents in both
directions. One can prove:

Lemma 1. Assume that question 7(V) results from question ?(®) by a rule
of E?PL. Let v be a CPL-valuation. Then v dissatisfies each sequent of ¥
iff v dissatisfies each sequent of ©.

Proof. By cases. m]

Lemma 2. Let s be a finite Socratic transformation of a question of the
form ?(A v) via the rules of E((?PL, and let v be a CPL-valuation. Then
v(A) = 0iffvdissatisfies each sequent that occurs in the last term/question

of s.
Proof. By Lemma 1. m]

Let us introduce:

Definition 3 (Completed Socratic transformation). A Socratic transforma-
tion of a question via the rules of an erotetic calculus is completed iff the
transformation is finite and no rule of the erotetic calculus is applicable to
the last term/question of it.

If A is a literal, then the one-term sequence, {?(A F)), is the only
completed Socratic transformation of the question ?(A ) via the rules
of E%)PL. If A is not a literal, a completed Socratic transformation of the
corresponding question of the form ?( A ) viathe rules of E?PL has at least
two terms. The rules of E%PL are eliminative w.r.t. occurrences of binary
propositional connectives and double negations. A Socratic transformation
via the rules of E?PL develops by acting upon the question arrived at
in the previous step (or upon the initial question in the first step). Thus
any Socratic transformation via the rules of E?PL is finite. Moreover, the
following holds:

Corollary 1. Foreach question of the form ?(A | ) there exists a completed
Socratic transformation of the question via the rules of E?PL'
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Corollary 2. Each completed Socratic transformation, via the rules of
EE’?PL, of a question of the form ?(A +) ends with a question having the
following property:

(D) every sequent that occurs in the last question of the transformation
involves only literals.?

‘We need:

Definition 4. Let
(B1,...,Bpn)

be a finite non-empty sequence of literals.

Bllle:].

f(<Bl)aBn>):{(Bl/\/\Bn)lfn>l

Definition 5. Let
<Sl I77"')STTL '7>

be a finite non-empty sequence of left-sided sequents such that Sy, . .., S
are non-empty finite sequences of literals.

f(Sy) if m=1

Sib, .., Sm F)) =
93 ) {f(Sl)v...vf(Sm)ifm>l
The following holds:

Corollary 3. If
ik, Smb)

is a finite non-empty sequence of left-sided sequents such that each sequent
of the sequence involves only literals, then

is a wff in DNF.

Let us now prove:

3 More precisely: each wif which is a term of the sequence of wffs that occurs in a sequent
is a literal.
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Theorem 1. Let s be a completed Socratic transformation of a question of
the form ?7(A ) via the rules of E((’?PL, and let:

2S1 ;.. ;Sm ) @
be the last term of s. The following condition holds:
— for each CPL-valuation v:
V(A) = 1iff v(g({S1 .-+, Sm F))) = 1.
Proof. Recall that

equals (S1 ,...,Sm ).
(=). Assume that v(A) = 1. Thus, by Lemma 2, v satisfies some sequent

of the sequence:
ik, Smb) (%)

It follows that for some sequent, Sy |-, of the sequence (5) we have f(Sy
) =1and hence v(g({S1 +,...,Sm H))) = 1.

(<) Assume that v(g({S1 ,...,Sm ) = 1. Hence it is not the case
that v dissatisfies all the sequents of the sequence (5). Thus, by Lemma 2,
v(A) # 0. Hence v(A) = 1. |

Obviously, the following holds:

Lemma 3. (A — B) € CPL just in case for each CPL-valuation v:
v(A) =1iffv(B)=1.

Finally, we get:

Theorem 2. Let s be a completed Socratic transformation of a question of
the form ?7(A ) via the rules of E(&BPL, and let:

2(S1 ... Sm )

be the last term of's. Then:

- 9({S1 +,...,Sm H)) is a wff in DNF,
- (A g({S1+,...,Sm ) e CPL.

Proof. By Theorem 1 and Corollary 3. m]
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Thus in order to convert a CPL-formula, A, into an equivalent formula
in DNF it suffices to perform a completed Socratic transformation of the
question ?(A ) in the erotetic calculus E(E“?PL.

Example 1.
p—a)rp—qH)

(=(p—=9q)Ap)5qH+)
(=p—d b —pHiqH)
2(p,~q ;P 5qH)

aDNFof (p—> q) Ap — qis:

(pAr—q)v—-pvq (6)
as
P,q TP g

equals
<P,ﬁq =P k,q '_>

and g((p,~q +,~p ,q ) is (p A —q) v —=p v q.

3 E¢p. and CNF

Let us now turn to the right-sided erotetic calculus for CPL (cf. [4]), which
we will label here EEJ, . Rules of the system operate on questions based
on sequences of right-sided sequents. A right-sided sequent has the form:

=S )

where S is a finite non-empty sequence of wffs, again characterized by
listing its consecutive terms. As for questions, the presence of right-sided
sequents instead of left-sided sequents makes the only difference; all the
conventions introduced in the previous sections apply.

Here are the primary rules of the calculus EEJ,
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2@; S o' T, V)

E&*
O =S7o /T =S ap ' T; W)
s A0, -S/R'T; W)
P20 =S By B T, W)
o :?(CD; FS' —=—A'T; V¥)

2M0; FSTA'T; ¥)
In what follows by a rule of E¢5, we mean a primary rule of the system.
We introduce the following auxiliary concept:

Definition 6 (Satisfaction of a right-sided sequent). A CPL-valuation v
satisfies a sequent \— S iff v(A) = 1 for some term A of S.

One can prove:

Lemma 4. Assume that question ?(Y) results from question 7(®) by a rule
of BES, . Let v be a CPL-valuation. Then v satisfies each sequent of ¥ iff v
satisfies each sequent of @.

Proof. By cases. m]

Thus rules of E&f preserve satisfaction of right-sided sequents (under-
stood in the sense of Definition 6) in both directions. As a consequence we
get:

Lemma S. Let s be a Socratic transformation of a question of the form
?( A) via the rules of BSE, , and letv be a CPL-valuation. Then v(A) = 1
iff v satisfies each sequent that occurs in the last question of s.

Proof. By Lemma 4. m]

The concept of a completed Socratic transformation of a question of the
form ?(F~ A) via the rules of E&f, is defined accordingly. Analogously as
before, one can easily prove:

Corollary 4. Foreach question of the form?(— A) there exists a completed
Socratic transformation of the question via the rules of B&, .

Corollary 5. Each sequent which occurs in the last question of a completed
Socratic transformation, via the rules of BES , of a question of the form
?( A) involves only literals.

Let us introduce:
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Definition 7. Let
(B1,...,Bn)

be a finite non-empty sequence of literals.

BllfTL:l

h(<Bl,...,Bn>)={(Blvmvgn)ifn>1

Definition 8. Let
=Sty F S

be a finite non-empty sequence of right-sided sequents such that Sy, . .., S
are sequences of literals.

k(<F51y~-"FSm>)_{ h(Si)A...Ah(Sy)if m>1
We get:

Corollary 6. If
=Sty 0F S

is a finite non-empty sequence of right-sided sequents such that each se-
quent of the sequence involves only literals, then

kK((H S1,..-,F Sm))

is a wif in CNF.

Our next theorem presents a result, in a sense, parallel to that expressed
by Theorem 1:

Theorem 3. Let s be a completed Socratic transformation of a question of
the form ?(~ A) via the rules of BEf . and let:

be the last term of s. The following condition holds:
— for each CPL-valuation v:

v(A) = 1iff v(k({( S1,...,F Sm))) =1
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Proof. Similar to that of Theorem 1 (we apply Lemma 5 instead of Lemma
2). o

As a consequence we get:
Theorem 4. Let s be a completed Socratic transformation of a question of
the form ?(~ A) via the rules of BEf , and let:

?2(~S1;.- 5 Sm)

be the last term of s. Then:

— k({ S1;...;+ Sm)) is awffin CNF,

Hence in order to find a CNF of a CPL-wff, A, which is not already
in CNF it suffices to perform a completed Socratic transformation of the
question ?(}~ A) in the erotetic calculus E&F, .

Example 2.
(p—>q)Ap—q)
?(=~((p—>4q) Ap)q)
(=~ —4),~p,q)
?“_ P:“P:q’l_ ﬁqa_'p)q)
Since
}_py"pyqfl_ -q,P,q
is
<}_ pxﬁpiqu_ "q7ﬁp7q>
and
k({(HPp, =P, 4, =4, =P, Q)
equals

(pv—=pvg)Ar(=qgv—-pvq) ©)
formula (9) is a CNF of the wft:

P—drp—q (10)
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Dwie dyskursywne metody rozstrzygania
waznosci trybow tradycyjnego sylogizmu

Anna Pietryga

Streszczenie W pracy przedstawiam dwie dyskursywne metody rozstrzy-
gania wazno$ci trybéw tradycyjnego sylogizmu — autorstwa Seweryny
Fuszczewskiej-Romahnowej oraz wtasng.

W pracy przedstawi¢ dwie dyskursywne metody wskazanego typu
w dwéch kolejnych czesciach tekstu. Sa one niezalezne od siebie. Wy-
brano te wlasnie, bo obie traktuja w specjalny spos6b niepustg sume dwéch
podobszaréw w diagramie Venna dla trzech zbioréw. Cho¢ dotycza tych
samych rozumowan tradycyjnego rachunku nazw, prosze¢ uprzejmie Czy-
telnika, aby zauwazy! réznice w stosowanej przez autorki notacji (zdarzaja
si¢ one zaréwno miedzy réznymi pracami pierwszej autorki, jak i pomiedzy
pracami obydwu autorek).

Pierwsza z nich to praca logiczno-matematyczna Seweryny Lusz-
czewskiej-Romahnowej!, studentki filozofii u Kazimierza Twardowskiego

Anna Pietryga e-mail: apietryga@uni.opole.pl
Katedra Filozofii, Uniwersytet Opolski

1 Autorka tak podpisala swéj artykul. Mozna tez stwierdzié, ze napisala go Se-
weryna Maria Luszczewska z Luszczewa h. Pierzchata, cérka Konrada Luszczew-
skiego z Luszczewa h. Pierzchata, posta 1 kadencji 1922-27 na sejm II RP,
i Antoniny Marii hr. Dzieduszyckiej z Dzieduszyc, h. Sas. Seweryna poSlubita
w 1934 Edmuda Ksawerego Romahn, zmartego w 1943 roku (za: http://www.
sejm-wielki.pl/b/psb.26376.1 (dostep 07.09.2021) i Luszczewski Konrad
[w: 18, s. 405-406] oraz http://ptmts.ath.bielsko.pl/wp—-content/
uploads/2020/05/filozofia_rev.pdf (dostep: 15.09.2021).
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(ktéry byt promotorem jej doktoratu)?, Kazimierza Ajdukiewicza oraz Ro-
mana Ingardena i studentki matematyki u Hugona Steinhausa i Stefana
Banacha [10, s. 5]. Jej rozprawa doktorska nosita tytut O wyrazeniach
okazjonalnych. Luszczewska-Romahnowa obronifa ja w roku 1932 jako
jedna z dwudziestu pigciu (!) kobiet, ktére do wybuchu II wojny §wiato-
wej uzyskaly w Uniwersytecie Jagielloniskim doktoraty w zakresie filozo-
fii Scislej3. W swoim artykule Luszczewska-Romahnowa zaproponowata
analize oraz uogdlnienie metody sprawdzania tzw. ,,prawdziwosci” formut
logicznych logiki tradycyjnej (czyli klasycznego rachunku nazw), w tym
réwniez trybéw sylogistycznych. W niniejszym artykule przedstawi¢ te
metode wlasnie — i tylko — dla trybéw sylogistycznych, pomijajac zapro-
ponowane przez Luszczewska-Romahnowa uogélnienia opisanej przez nia
metody.

Druga z metod zostala zaproponowana przez piszaca te stowa. Podobnie
jak propozycja Luszczewskiej, przynosi ogélng metode sprawdzania stusz-
nosci trybéw tradycyjnego sylogizmu kategorycznego. Otrzymane przy jej
uzyciu wyniki sg zgodne z tymi, ktére uzyskujemy dotychczasowymi me-
todami logiki tradycyjnej i logiki matematycznej — w tym dyskursywnej
metody Luszczewskiej-Romahnowej. Zamyst drugiej metody jest jednak
skromniejszy — celem jest zaledwie opis sylogistyki klasycznej w katego-
riach rachunku relacji.

1 Propozycja Seweryny Luszczewskiej-Romahnowej

Zamierzeniem Luszczewskiej-Romahnowej bylo przettumaczenie diagra-
méw Venna na jezyk dyskursywny [7, s. 188]4. W omawianym artykule
autorka przedstawita ,,Scisly i ogdlny opis tej metody” (tzn. metody diagra-
méw Venna), ktérg zazwyczaj przedstawia si¢ pokazujac na przyktadach

2 Zob. https://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?2id=
167529 (dostep: 10.09.2021).

3 Zob. [6, s. 223] za: [23, s. 1].

4 Podobna propozycje, zawierajaca negacje przynazwowa, przedstawil nieco péZniej
wroctawski logik Bogustaw Iwanus, ktéry zaproponowal nowa aksjomatyzacje dla
logiki klasycznej (czyli sylogistyki) w jezyku logiki matematycznej. Wsréd autoréw
poprzedzajacych go swoimi matematycznymi aksjomatyzacjami sylogistyki Iwanus wy-
mienia I. Thomasa, A. Wedberga oraz C.A. Meredith’a, przy czym odwoluje si¢ do
publikacji A.N. Priora [19] (zob. [3, s. 131-132] oraz [4, s. 133]).
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sposéb jej stosowania. Luszczewska-Romahnowa réwniez nie wyjasnia
szczegblowo ,,pewnych Scisle okreslonych zasad”, ktérych ,,doktadne sfor-
mutowanie” ,,zajeloby tu zbyt wiele miejsca”, ,,[pJokaz[e] wigc tylko na
przykfadach, jak nalezy t¢ operacje wykonac” [7, s. 189]. Dyskursywna
metoda rozstrzygania, czy dany tryb jest ,,prawdziwy”, czy ,falszywy”,
jaka przedstawia w swoim artykule, moze jej zdaniem zosta¢ uznana za
zamierzony przez nig dyskursywny przeklad metody diagraméw Venna [7,
s. 188]. Zapowiedziane w streszczeniu ,,specjalne” traktowanie niepustej
sumy dwoch obszaréw nie daje si¢ zauwazy¢ bez zobaczenia zamieszczo-
nej przez nig ilustracji. Ot6z Luszczewska-Romahnowa umiescita waski
prostokat w poprzek granicy rzeczonych dwdéch podzbioréw, co mozna
zobaczy¢ w wydaniu Springera. Ale oryginalne wydanie pierwszego tomu
ukazywalo fotografi¢ zadrukowanych pismem maszynowym kartek, ktére
zostaly przycisniete cigzkim waskim przedmiotem, ktéry wygladat jak sta-
ro§wiecka sztabka cyny do lutowania (takie rozpoznanie fotografii uznat
w prywatnej rozmowie za mozliwie trafne znawca 6wczesnych realiéw
czasopisma Ryszard Wojcicki).

Autorka przedstawia swdj pomyst na przykladzie trzech sylogizméw,
pierwszym z ktérych jest tryb disamis figury trzeciej>:

MiP A Ma$S — SiP (1

Pierwszym krokiem zaproponowanego przeksztalcenia jest ,,operacja
pierwsza”, ktéra przeksztalca powyzszy literowy zapis Sredniowieczny
w skupiska czterech wielkich liter ztozonych z kwantyfikatora i nazw
trzech zbioréw MPS w tej wiasnie ustalonej kolejnosci (czyli czterolite-
rowe, tzw. wyrazenia bazowe EMPS). Otrzymana w ten sposéb formula
jest nazywana przez Autorke redukcja trybu, zgodnie ze Sredniowieczna
tradycja redukowania do czterech tzw. trybow oczywistych pierwszej figury
(zob. [21, s. 39], [24, s. 49], por. [17, s. 9]). W zaproponowanym zapisie
nie ma znanych wspélczesnie symboli oznaczajacych kwantyfikatory lub

5 Figury sylogizmu to podzbiory zbioru sylogizméw logiki tradycyjnej, czyli jego
czesci. Charakteryzuja si¢ one swoistym polozeniem trzech terminéw sylogizmu (w roli
podmiotu albo orzecznika) w jego trzech zdaniach. Figur wyréznia si¢ cztery, a w kazdej
z nich — 16 sylogizméw (zob. Jerzy Pogonowski [15, s. 79nn]). Wsréd sylogizméw
kazdej figury znajduja si¢ tzw. tryby wazne (nazywane tez poprawnymi — tak np. [17,
s. 8] lub niezawodnymi — tak [5, s. 154]), ktére maja swoje nazwy indywidualne.
Luszczewska kresli te nazwy malymi literami, cho¢ czgsto bywaja rozpoczynane litera
wielka, tak np. w: [21, ss. 72nn], [24, s. 50], [25, s. 72] i Jerzy Pogonowski [17, s. 9].
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negacje, co podnosi atrakcyjno$¢ zagadki. Przypomnijmy, ze wspéiczesna
logika matematyczna, (czyli logika, ktdrej jezyk jest bogatszy od jezyka
rachunku zdani wtasnie o dwa kwantyfikatory) stosuje dla kwantyfikatora
egzystencjalnego znak 3, natomiast dla zaprzeczenia w KRZ znaki — lub ~.
W artykule Luszczewskiej-Romahnowej znajdujemy zamiast tych dwéch
oznaczen dwa inne symbole: kwantyfikacje egzystencjalng symbolizuje
wielka litera E, a negacje¢ lub dopetnienie — linia pozioma nad symbo-
lem kwantyfikatora i towarzyszacego mu argumentu lub argumentéw® [7,
s. 193].

{(EMPS v EMPS) A (EMPS A EMP S)} — (EMPS v EMPS) (1°)

Na stronie 189 prezentowanego tekstu Luszczewska-Romahnowa podpo-
wiada nam, jak nalezy przeczyta¢ zaproponowany przez nig zapis:

1° nalezy czytaé: jezeli istnieja takie M, ktére sa P oraz sa S, lub istnieja takie
M, ktére sa P, anie sa S, oraz nie istnieja takie M, ktdre sa P i nie sa S, i nie
istnieja takie M, ktére nie sa P i nie sa S, to istnieja takie M, ktére sa P oraz
sa S lub istnieja takie nie-M, ktore sa P oraz sg S.

Przyktad drugi dotyczy trybu celarent z figury 1.

MeP A SaM — SeP )

{(EMPS A EMPS) A (EMPS A EM PS)} — (EMPS A EMPS) (2)

Mozemy przeczyta¢ zapis Luszczewskiej w nastepujacy sposob:
2’: Jezeli zaréwno nie istnieja takie M, ktore sa P oraz sa S oraz nie istnieja
M, ktore sa P inie sg S, a takze nie istnieja takie nie-M, ktére s3 P isa S i nie
istnieja takie nie-M, ktdre nie sa P, a sa S, to istnieja takie M, ktére sa P i sa
S oraz istnieja takie nie-M, ktore sa P isa S.
Natomiast przyktad trzeci to tryb bez §redniowiecznej nazwy wlasnej,
czyli tryb, ktéry nie nalezy do trybéw stusznych. Nie mamy zatem gwa-
rancji, ze prawdziwo$¢ jego przestanek gwarantuje prawdziwo$¢ wniosku

¢ Pamietajmy, ze artykul zostat wydany w Polsce Ludowej w 1953 roku i ze niewatpliwie
ani jego Autorka, ani wydawca czasopisma ,,Studia Logica” nie dysponowal wtedy
sprawnym komputerem. Zainteresowany Czytelnik znajdzie zestawienie rozmaitych
oznaczen stosowanych w KRZ na stronie 13 pierwszej czgsci ,,Logiki Matematycznej”
Andrzeja Mostowskiego. Widac z niego, ze pozioma linia uzywana przez Luszczewska
to znak negacji u Davida Hilberta. O kwantyfikatorachiich zasiegu zob. np. [15,s.8111],
[1,s. 89], promotorem doktoratu ktérego byta Seweryna Luszczewska-Romahnowa, [11,
ss. 54-57], Tadeusz Batég byl promotorem rozprawy doktorskiej Kazimierza Swirydo-
wicza O kwantyfikatorach uogaolnionych.
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(por. [21, s. 24]). Uktad terminu Sredniego jest taki jak w drugiej figurze
sylogizmu.
PoM A SaM — SoP 3)

{(EMPS v EMPS) A (EMPS v EM PS)} — (EMPS v EM PS) (3")
Czytamy formute 3’ jak nastepuje:

3’: Jezeli istniejg takie nie-M, ktére sa P isa S lub istnieja takie nie-M, ktére
sa P, a nie sg S, oraz nie istnieja nie-M, ktére sa P oraz sa S, lub nie istnieje
takie nie- M, ktdre nie jest P, a jest S, to istnieje takie M, ktdre nie jest P, a jest
S 1ub istnieje takie nie-M, ktdre nie jest P, a jest S.

2 Jak rozpoznac tryby tautologiczne?

Drugi krok to operacja majaca doprowadzi¢ do stwierdzenia, czy dany
tryb sylogistyczny jest trybem ,,prawdziwym” czy ,falszywym”7. Okre-
Slenia te sa wzigte w cudzystéw, poniewaz na gruncie tak logiki zdan,
jak i logiki matematycznej prawdziwos¢ i falszywosc® przystuguja jedy-
nie zdaniom oznajmujacym, podczas gdy tryby sylogistyczne to zaledwie
funkcje zdaniowe®, domagajace si¢ czegos, co jest ich uzupetnieniem, czyli
zdari bedacych ich argumentami.

Wiasnie uszczegétowienie kryterium ,,prawdziwosci” to zadanie, ktére
stawia sobie Luszczewska-Romahnowa przed wykonaniem w swoim arty-
kule drugiego kroku. Otéz niektdre tryby sylogistyczne, jak pisze, bywaja
przez niektérych czasami uznawane za ,fatszywe”. Dotyczy to trybow
darapti, bamalip itp. trybéw ostabionych!©.

7 Specjalisci od sylogistyki uzywaja czasami okreSlenia ,,tryb wazny”, dla trybow,
w ktérych prawdziwo$¢ przestanek stanowi gwarancje prawdziwosci wniosku — zob.
np. [21, s. 24].

8 Czytelnik chcacy sobie przypomnie¢ kwestie zwiazane z wartoSciami logicznymi
skorzystaé¢ moze z lektury prac [15, s. 18-20] 1 [12].

9 Por. np. [8, s. 5], [10, s. 10-12]. Jerzy Pogonowski w [16, ss. 7 i 46nn] ukazuje
wyjatkowe wlasnosci spdjnikéw kwadratu logicznego na tle innych kwantyfikatoréw
uog6lnionych [16, s. 31], por. [9]. W [16, s. 34] Pogonowski zaznacza, jakie wiasnosci
kwantyfikatoréw uogdlnionych przy tym zaktada.

10 Jak nietrudno si¢ domysli¢, tym czyms, co odréznia od siebie dwie grupy sylogizméw
klasycznych, jest (nie)pustos$¢ ich terminéw. Byla ona zaktadana przez Arystotelesa, ale
sylogistyka tradycyjna powstata juz po jego Smierci. Uczeni, ktérzy ja opracowywali,
szczeglly przeksztalcen jednych trybow w inne ukryli w nazwach wiasnych trybow
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Dlatego Luszczewska-Romahnowa wprowadza cztery nowe terminy
regulujace t¢ kwesti¢ [7, ss. 189-190]1:

Definicja 1. Tryb sylogistyczny T jest tautologiczny (prawdziwy w tym
znaczeniu, przy ktorym darapti, bamalip itd. nie sq ,, prawdziwe”) wtedy
i tylko wtedy, gdy kazde zdanie, ktore otrzymamy z T zastepujqc w T terminy
S, P, M przez dowolne nazwy, jest prawdziwe.

Definicja 2. Tryb sylogistyczny T sprawdza si¢ w zakresie nazw niepustych
(jest prawdziwy w znaczeniu drugim, przy ktorym darapti, bamalip itd. sq
wprawdziwe”) wtedy i tylko wtedy, gdy kaide zdanie, ktore otrzymamy
z T zastepujgc w T terminy S, P, M przez dowolne nazwy niepuste, jest
prawdziwe”.

Pozostale tryby (tryby zawodne) dla nazw dowolnych sg okreslane przez
Fuszczewska-Romahnowa jako nietautologiczne, a dla nazw niepustych —
jako te, ktére nie sprawdzajq sie w zakresie nazw niepustych.

Przygotowana w opisany wyzej spos6b operacja druga polega na spraw-
dzeniu, czy wszystkie podstawienia wartosci logicznych za wyrazenia ba-
zowe dajg warto$c¢ 1. Jezeli tak jest, tryb nalezy uzna¢ za tautologiczny.

Fuszczewska-Romahnowa formutuje nastgpujace twierdzenie, ktérego
dowdd przedstawia w zarysie pod koniec tekstu:

Twierdzenie 1. Operacja pierwsza przeksztatca wszystkie tryby tautolo-
giczne i tylko takie tryby w formuty bedqce podstawieniami tautologii
rachunku zdan. [7, s. 190].

Twierdzenie drugie dotyczy trybéw sprawdzajacych si¢ w zakresie nazw
niepustych:

Twierdzenie 2. Tryb T sprawdza sie w zakresie nazw niepustych wtedy
i tylko wtedy, jezeli rownq 1 jest kazda formuta, ktérq otrzymamy z redukcji
T zastepujgc w T kazde z wyrazen bazowych przez jedng z cyfr: 0,1 —
w dowolny sposob, z tym tylko zastrzezeniem, Ze:

waznych. W rozwazanym przypadku trzeba mie¢ na uwadze, ze litera p w nazwie trybu
sygnalizuje konwersje conversio per accidens, czyli zamian¢ podmiotu i orzecznika
miejscami i zmiang¢ odpowiedniego zdania ogdlnego na szczegétowe w celu osiggnigcia
trybu figury pierwszej, do ktdrej ten tryb redukuje sig; w takich przypadkach stosuje si¢
zalozenie egzystencjalne o niepustosci danego zbioru (por. [21, s. 73], Pogonowski: [17,
ss. 11-12], [17, s. 9]) oraz — na temat warunku odpowiadajacego zalozeniu existential
import — Pogonowski w [17, s. 4].

11 Warto zauwazy¢, ze podajac kolejno$¢ nazw w definicjach, autorka odwraca szyk,
jaki stosuje w zapisie wyrazen bazowych.
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jezeli dla pewnego sposrod terminéw: M, P, S, w sktad redukcji
T wchodzq wszystkie te wyrazenia bazowe, w ktorych ten termin
wystepuje bez nadpisanej nad nim kreski, to przynajmniej jedno z tych
wyrazen zastgpimy przez 1.

[7,s. 191]

Okazuje si¢, ze wszystkie tryby ostabione okazuja si¢ trybami spraw-
dzajacymi si¢ w zakresie nazw niepustych. Ponadto sprawdza si¢ w tym
zakresie rOwniez kazdy tryb tautologiczny. [7, s. 191]

Autorka wyraza przekonanie, Ze ,,operacje pierwsza w pofaczeniu
z operacja wyznaczong przez T. 1. [Twierdzenie 1] mozna uwazaé za
dyskursywny odpowiednik metody rozstrzygania przy pomocy diagramu
Venna, czy dany tryb jest, czy nie jest tautologiczny”.

3 Propozycja Anny Pietrygi

Druga dyskursywna metoda rozstrzygania waznosci trybow sylogistycz-
nych jest moje wlasne ttumaczenie diagraméw Venna na dyskursywny
jezyk teorii relacji [por. 13]. Wprowadzam trzy nowe relacje, oznaczane
(za: [20, 21, 22]) malymi greckimi literami. Relacje te dotycza za kaz-
dym razem stosunkéw zakresowych pomiedzy dwoma z trzech zbioréw
stanowiacych temat sylogistyki. Litery greckie, jakich uzywam do ich
oznaczania, to o (omikron), 7t (pi) oraz p (rho). Oznaczane przez nie
stosunki dotycza gwarantowanej przez jedng lub dwie przestanki niepu-
stoSci sumy podobszaréw diagramu Venna i zachodzg zawsze w obrebie
jednego zbioru. Omikron (0) to relacja pomi¢dzy czterema obszarami jed-
nego zbioru (zalozona niepusto$¢ zbioréw M, P, S). Pi () to relacja
pomiedzy trzema z nich, gdy o czwartym wiemy z przestanki, Ze jest
pusty. Rho (p) dotyczy dwdéch podobszaréw, gdy wiemy o dwdch pozo-
statych, Ze nie zawierajg zadnego elementu. Warunki poprawnosci formut
sylogistycznych sg w tym zapisie nastgpujace (mate litery s,m,p oznaczaja
przynalezno$¢ podobszaru do — odpowiednio — zbioréw M, P, S, zgodnie
z ilustracjg na Rys. 1; definicje obszar6w podane sa rowniez nizej):

SaP:s=sm = i p(sp,smp)
SeP:sp=smp= i p(s,sm) i p(p, mp)
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o

Rysunek 1. Podobszary m, p, s

SiP: p(sp, smp)

SoP: p(s,sm) i o(sp,p,smp, mp), gdzie
m=M-(SuUP),p=P—(SuM),s=S—(MuUP)
sm=(SA"M)—P,sp=(SnP)—M, mp=(MnP)-S
smp=SnMnP

W zarysowanej tu skrétowo konwencji przedstawig teraz trzy tryby, wy-
brane przez Luszczewska-Romahnowa, podajac mdj wlasny dyskursywny
zapis literowy. Dla utatwienia lektury wspéiczesnemu Czytelnikowi podaje
dodatkowo zapis logiczny omawianych formut w Klasycznym Rachunku
Predykatéw (za: Jerzy Pogonowski, [4, s. 65]). Kolejnos$¢ liter w moim
zapisie jest inna niz u Luszczewskiej: to smp. Zapis mdj podaje z podwoj-
nym apostrofem po numerze formuty. Ponizej kazdej dodaj¢ (z potréjnym
apostrofem po numerze formuly) zapis danej formuly we wspotczesnie
uzywanym jezyku klasycznego rachunku predykatow.

MiP A MaS — SiP 1

116



Dwie dyskursywne metody rozstrzygania...
p(smp, mp) A p(smp,sm)As=sp= —

— p(smp,mp) A p(smp,sm) As=sp=2 (17)

In(M(x) A P(x)) A Vx(M(x) — S(x)) — Ix(S(x) A P(x)) (1)

MeP A SaM — SeP 2)
p(sp,p) A p(sm,m) A (smp =mp = ) A
Ap(smp,sm) A (s=sp=92) —

S (smp=mp=sp=s=2)A(sm#I)A(p£g) 2

—Ix(M(x) A P(x)) A Vx(S(x) — M(x)) — —3x(S(x) A P(x)) (2)

PoM A SaM — SoP (3)
o(smp,sm, mp, m) A p(sp,p) A p(smp,sm) A (s =sp =J) —

— p(smp,sm) A (s=sp=9) A (p#9) (37

—Vx(P(x) = M(x)) AVx(S(x) = M(x)) = —=V¥x(S(x) — P(x)) (3)

4 Podsumowanie

W artykule przedstawiono dwie metody dyskursywne rozstrzygania waz-
nosci trybéw tradycyjnego sylogizmu i uzyskano przy ich wykorzystaniu
identyczne wyniki, bez rysowania diagraméw Venna dla trzech zbioréw.

Plurimos annos, Panie Profesorze!
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Language and concepts. From linear to
structural concepts

Janusz Kaczmarek

Abstract In this paper I want to compare a concept in a linear sense with
a concept in a structural sense. The former has been known since ancient
times, the latter is also known, but was not always conscious. The key
thesis of the paper is the following: concepts, i.e. the meaning of linguistic
expressions, should be built according to the knowledge about objects, i.e.
according to the ontology which is accepted by representatives of detailed
sciences, philosophy or semiotics. I will show that concepts in the structural
sense are nowadays natural concepts for science or philosophy.

1 A linear approach to a concept

In the Middle Ages, philosophers defined a concept as a sign or image of
an object in the human soul. I will understand the concept of a concept here
as it was proposed in analytical philosophy in the 20th century: a concept
is the meaning of a linguistic expression. More precisely, if I want to define
the concept of man, I determine the meaning of the term (man) whose
designata are individual people (Socrates, Plato or the present queen of
Great Britain).

Janusz Kaczmarek e-mail: janusz.kaczmarek@uni.lodz.pl
Department of Logic and Methodology of Science, University of Lodz
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In accordance with the general division of language expressions into
names, sentences and functors, we can build concepts not only of names,
but also of sentences or functors. The meaning of a sentence is usually
called a proposition, but in the case of functors (and there are many types of
them) we do not have a fixed terminology for the appropriate meanings. We
are simply talking about meanings of e.g. adjectives, conjunctions, verbs,
etc. For example, Ajdukiewicz identified the meaning of the connective
“and” with its logical matrix which is known from elementary lectures of
logic.

But let us return to the classical examples of concepts for names. We do
it most often as in the following examples:

1. Man is a rational animal.
2. Man is a material, living, sensual and rational substance.

3. An even number is (a) a natural number and (b) is divided by two.

It is a classic way of defining, in which we point to a superior genus
(kind) and then list the so-called species feature (in other words: we intro-
duce a concept through a classical definition i.e. per genus et differentiam
specificam or definitio fit per genus et differentiam specificam).

Such definitions have been used since antiquity. At the same time, it
is worth noting that the classical definition was supposed to capture the
so-called essence (or essential properties) of the things that are within
the scope of the name that stands in the definition. However, this scheme
remained in use even when it was realized that it was not defining the
essence of the matter, but the meaning of a name (a linguistic expression).
This was already realized by Plato when he considered the definition:

4. Man is an unfeathered biped.

Plato, who knew both definition (1) and definition (4), was aware that both
definitions define the content of the term “man” but one of them at most
could accurately indicate the essence of the thing — because the essence of
a given thing is one, in this case eidos-man.

What is important in this type of definitions is the fact that the definition
indicates the characteristics of each object falling under the definiendum.
For example, according to definition (2), we can say about every human
being: he is a substance, he is alive, etc., etc. It is similar in the case of the
school definition of square or sphere. We speak, for example [10, p. 1022]:
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5. square — is a shape with four straight equal sides forming four right
angles,

and this means that any square is four-sided, quadrangle, and so on.

This conviction was reinforced by J. S. Mill, who built a so-called con-
notational theory of meaning. He believed that a concept (e.g. of a human)
is a bundle of features (i.e. so-called constitutive features) to which every
human being is entitled. I will call the approach described above, both
Plato’s and Mill’s, a linear concept approach (cf. [4]). Why? Because in
this type of defining a name we point to a series of features (or properties)
that all the designators (or designata) of a given name have. It can be as-
sumed that Aristotle played a great role in such an approach to the concept
when in his science of categories he distinguished the category of the first
substance and nine categories of accidents which are predicated on the first
substance.

2 A structural understanding of a concept. Preliminaries

It turns out, however, that we often build definitions of meanings for names
in a different way. We point out, for example, the features that not only the
designata of a given name are assigned to, but also the features that belong
to certain parts of the designata or the relations between the elements of
the designata. Such a situation is encountered, among others, in a simple
definition [10, p. 68]:

6. ballade — is a poem with usually three groups of lines and a shorter
fourth group all having the same last line and using a very small number
of rhymes,

We have here examples of properties of ballads (is a poem) but also prop-
erties of groups of lines (shorter) and their arrangement (relations between
the groups). In the next section we will show more appropriate examples.
Concepts defined in this way will be called structural concepts.

The idea of the structural concept appeared in Ajdukiewicz’s article —
Language and meaning!. Ajdukiewicz defines language as a system of signs
together with a matrix for this language. The matrix consists of three parts:

1 Cf. this paper in [1] or [3].
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in the first part there are axiomatic rules of meaning (also called axiomatic
directives), in the second part there are deductive rules of meaning (deduc-
tive directives), and in the third part there are empirical rules of meaning
(empirical directives). We should remember that when Ajdukiewicz wrote
about language, he meant a system that is clearly characterized by syntactic
and meaning rules. However, he did not think about ethnic languages. One
can provide an easy (limited) example of such a matrix (in the case of an
ethnic language it is impossible):

1. P(a) — axiomatic level,

2. (R(b) A P(a)) = Q(a,b) — deductive level (where = means: if . . .,
then accept . . .),

3. A = R(b) — empirical level (for example: accept the sentence R(b)
(It is raining) when A (it rains)).

It is easy to see that in situation A and using the axiom P(a) we can
deduce Q(a, b) on the basis of the deductive rule. Moreover, if we con-
sider a new expression ¢ such that the axiom P(c) and the deductive rule
(R(b) A P(c)) = Q(c, b) are fulfilled, then we will get an example of two
expressions: a and c that have the same meaning. Why? This is because
a and c meet the same rules and are mutually substitutable. I am not quoting
here in detail the definition of meaning according to Ajdukiewicz, but the
sense of this definition is expressed in the following words of Ajdukiewicz:

(...) ameaning equals a pair: “‘equality class, structure”.?

It should be added that Ajdukiewicz did not emphasize the structural
definition of concepts (meanings), but it is visible in the definition of
language presented here and in his definition of meaning as such. It is
important for the considerations of this paper that Ajdukiewicz proposed
a definition of the concept of language, in which he points not only to
the properties of the language, but also to the properties of a part of
the language (e.g. the properties of deductive or empirical rules). Since
language is a complex structure, the concept of language is also structural.
Let us move on to more detailed research.

2 The reader can find the details of the definition of the meaning of expression E in
Ajdukiewicz’s work Language and Meaning.
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3 A structural approach to a concept and an ontology
The simple concept of a sphere shows that we encounter non-linear con-
cepts. In an ethnic language we meet a description:

7. solid sphere (or ball) — is a solid figure all points of which are equally
or less distant from a centre.

However, the meaning of “solid sphere” is not given precisely above. When
we talk about a solid sphere (or about a circle — in mathematics the concept
of a solid sphere is basic) we should consider an appropriate metric space
and decide whether we consider a sphere on a plane, in space or perhaps
in any n-dimensional space. Therefore, depending on the metric (metric
space), a sphere can be a set of different points. Figure 1 presents one of
the models.

yl
2,5+
1,5

0,5+

1 2 3 X

Figure 1. Solid sphere with the centre P = (2;1,5) and radius r = 1 in the
city metric (in R?).

It is visible, therefore, that in order to precisely define the concept
associated with the term solid sphere, we have to take into account: metric
space, the way of defining the metric itself, the dimension of space, the
radius. In such a characteristic (definition) we talk not only about the
properties that characterize the sphere, but also about the properties that
characterize the considered space or radius (e.g. its length). The latter is
important because the way of measuring the distance between points can
result in a sphere on a plane that “looks” like a square (or other plane
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figure). However, the concept of a sphere is precisely described and forces
us to abandon the purely sensual approach to designata of a name (in this
case: of a solid sphere).

To underline the meaning of a structural concept, let us refer to White-
head’s considerations expressed in his work “Science and the Modern
World”, first published in 1926. Of course, this does not mean that Aj-
dukiewicz, when writing his works on meaning in the 1930s, used White-
head’s work (it is rather doubtful). In any case, it is worth noting that both
philosophers “sensed” or “felt” the complexity of what we call a concept.

Whitehead introduces the concept of the hierarchy of eternal objects,
which he understands as possible forms of objects in our world, i.e. the
so-called actual occasions. He introduces the hierarchy of eternal objects
as follows.

An “abstractive hierarchy based upon g”, where g is a group of simple eternal
objects, is a set of eternal objects which satisfy the following conditions:

(i) the members of g belong to it, and are the only simple eternal objects in the
hierarchy,

(ii) the components of any complex eternal object in the hierarchy are also
members of the hierarchy, and

(iii) any set of eternal objects belonging to the hierarchy, whether all of the
same grade or whether differing among themselves as to grade, are jointly
among the components or derivative components of at least one eternal
object which also belongs to the hierarchy [11, p. 208-209].

Whitehead does not provide adequate examples for a defined hierarchy of
eternal objects. The only example we find in the chapter Abstraction is the
following:
In the lowest grade of eternal objects are to be placed those objects whose
individual essences are simple. This is the grade of zero complexity. Next consider
any set of such objects, finite or infinite as to the number of its members. For
example, consider the set of three eternal objects A, B, C, of which none is
complex. Let us write R(A, B, C) for some definite possible relatedness of A,
B, C. To take a simple example, A, B, C may be three definite colours with the
spatio-temporal relatedness to each other of three faces of a regular tetrahedron,

anywhere at any time. Then R(A, B, C) is another eternal object of the lowest
complex grade [11, p. 207].

However, let us give our own examples. Let the group g of simple
objects consist of one element, namely the empty set &, and let us consider
only one relation: the relation of the transition from the elements to the set
of these elements, which we write as: {...,...,...}. This means that e.g.
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from elements a, b we create a set of {a, b}. Then, according to conditions
(1)—(iii) given by Whitehead, we can construct the following hierarchy:

1. grade O: one element — &,

2. grade 1: one element — {@},

3. grade 2: one element — {&, {@}},

4. grade 3: one element — {&, {@}, {2, {T}}},
5. grade 4: etc.

In this way we define a hierarchy of eternal objects, which in the von Neu-
mann’s view correspond to the natural numbers: 0, 1, 2, 3, etc., respectively.

Another example. Let the group g consist of simple elements: —, —,
P, q, T, S, etc. Let us consider only one relationship: bracketed. Then the
following objects can appear in the first level: (—p), (@ — p), and on the
second level: ((—p) — (q — p)), etc. We will then get a hierarchy in
which eternal objects will appear, defining the formulas of the language
of sentential logic. Of course, there will also be other formulas in the
hierarchy: formulas that are not well built (e.g. (q —— p))3.

Let us underscore that Whitehead’s considerations lead us to the fol-
lowing conclusions:

(a) complex eternal objects are created through appropriate relationships
on lower-grade objects;

(b) simple or complex objects at different grades of hierarchy have dif-
ferent functions and gives a whole (e.g. a finite hierarchy) of different
meanings (as two occurrences of p in ((—p) — (q — p)) have
different functions);

(c) any fragment of the hierarchy, more precisely: any element of the
hierarchy together with the elements it binds, can be treated as a concept
of a certain actual occasion; in particular, an infinite abstract hierarchy
or its infinite fragment (subset) is a fully adequate concept for a given
actual occasion.

Whitehead explains Point (c) as follows:

3 It is worth remembering that in the Whitehead’s world of eternal objects there are all
possible ideas, while in the real world there are objects that are “realisations” of only
some of the eternal objects.
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In any actual occasion «, there will be a group g of simple eternal objects
which are ingredient in that group in the most concrete mode. This complete
ingredience in an occasion, so as to yield the most complete fusion of individual
essence with other eternal objects in the formation of the individual emergent
occasion, is evidently of its own kind and cannot be defined in terms of anything
else. But it has a peculiar characteristic which necessarily attaches to it. This
characteristic is that there is an infinite abstractive hierarchy based upon g which
is such that all its members are equally involved in this complete inclusion in .

The existence of such an infinite abstractive hierarchy is what is meant by the
statement that it is impossible to complete the description of an actual occasion
by means of concepts. I will call this infinite abstractive hierarchy which is
associated with o “the associated hierarchy of o¢” [11, p. 211].

Let us also explain that by building complex, structural concepts, we can
relate through them to the actual occasions (i.e. objects of the real world)
in a more or less precise way. In his metaphysics Whitehead explains this
as follows:

For evidently in describing an actual occasion «, we are nearer to the total
concrete fact when we describe o by predicating of it some member of its
associated hierarchy, which is of a high grade of complexity. We have then said
more about oc. Thus, with a high grade of complexity we gain in approach to
the full concreteness of o, and with a low grade we lose in this approach [11,
p- 212].

I have described here a fragment of Whitehead’s metaphysics in more
details. This is because it is not an easy philosophy, and in the context of
structural terms it is not applied much. However, I believe that Whitehead
was fully aware of the complexity of concepts (although perhaps he did not
associate them with linguistic expressions) and therefore, apart from the
group of simple objects (properties), he considered various relationships
that bind both simple and complex objects appearing at the higher grades
of the hierarchy. In my opinion, Whitehead has thus sketched out the most
general scheme of a structural concept.

We are now prepared to give a stricter definition of the main terms that
are being considered here. Let us therefore propose:

Definition 1 (of structural concept). A concept associated with a name
N is called structural when:

(1) the ontological structure of the designata of N is taken into account,

(ii) the properties (content) of the designata of N are specified, (and/or)
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(iii) the properties of parts or structural fragments of designata of N are
indicated, (and/or)

(iv) the relations between the parts and between the parts and the desig-
nata are considered.

Definition 2 (of linear concept). A concept associated with a name N is
called linear when:

(i) the ontological structure of the designate of N is not included (ob-
jects are then treated as simple or homogeneous objects),

(ii) only the property of the designata of the name N is considered.

The reader will easily notice that a concept in the structural sense is more
general than the linear one. A concept in a linear sense is a particular case
of a structural one.

4 On concepts in formal ontology

In this part, I will present two concepts formulated in the formal ontology:
the concept of a complex substance and the concept of a possible world.
The first one comes from Leibniz, the second one also comes from Leibniz,
it was later considered by many analytical philosophers, and here I will
present the concept of a possible world which is a formal representation of
a possible world from Wittgenstein’s Tractatus (cf. [12]).

Let us recall — in a general and not fully formal way — some basic
definitions of general topology#. Topological space (X, Tx) is a set X
together with a family Tx of subsets of the set X that fulfils three conditions:

(a) @ and X (carrier of the topological space) belong to Tx,
(b) any union of sets from Tx belongs to Tx,
(c) the finite intersection of sets from Tx belongs to Tx.

Sometimes we will write shorter Ty instead of (X, Tx). Any set belonging
to the family Tx is called an open set, while a closed set is any set B

4 Detailed definitions of certain notions of general topology and the way they are used
in formal ontology and in particular in the so-called topological ontology are presented
(among others) in [7] and [8].
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whose complement X — B is an open set. An example of a topological
space can be a pair: (X, {&, {0}, X}), where X is e.g. a set of {0, 1, 2, 3}.
The best known example of topology is the so-called natural topology
(R, Tn), where R is the set of real numbers and Ty is the family of sets
of the forms: open intervals and arbitrary unions of such intervals. In each
topology (topological space) an empty set and set X are always both open
and closed.

Moreover, the following will be needed for ontological considera-
tions. Different topological spaces can be ordered, and within each space
one can distinguish its subspaces. And so we say that space (Y, Ty) is
weaker than space (X, Tx) if and only if family Ty is included in Tx.
We write this relation down formally as: (Y, Ty) < (X, Tx). For exam-
ple, the previously given space (X, {&, {0}, X}) is weaker than the space
(X, {9, {0},{0,1}, X}). In turn, for any A included in X, we define sub-
space (A, Ta) as a topology in which family T5 includes all sets of the
form B = A n C, where C € Tx. For example, while considering the
natural topology on R and subset (interval) (0,1) — R, we can put the
subspace topology on the set {0, 1).

It is visible that the relation < orders all topologies (spaces) on a given
set X. A topology called indiscrete is the weakest topology. Its family
Ty contains only the empty set & and the set X. In turn, a topology cal-
led discrete is the strongest topology and its family T, contains all subsets
of X.

Let us skip detailed philosophical analysis and say in short: Leibniz
understood a compound substance as a group (or set, or an aggregation) of
monads with a distinguished dominant monad, hence in [7] I proposed the
following definition:

Definition 3 (of a compound substance). Let D = (X, Tx) be a topology
(topological space) on X. A set S of topological spaces will be called
a substance if the following conditions are fulfilled:

(i) D eSs,
(ii) if M € S, then M is a topological subspace of D or M < D.
Topology D is then called a dominant monad.

For Leibniz, a sheep is an example of a complex substance in which the
animal soul plays the role of a dominant monad. Both the definition and
the Leibniz’s approach are structural. A topological example of a sheep —
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a complex substance — may be the following configuration (system). Let
D = (X, Tx) be the dominant monad and let Ty, TZ be two topologies
weaker than the dominant one and incomparable to each other; moreover,
let (A, Ta), (B, Tg), (C, Tc) be topological subspaces of D = (X, Tx)
satisfying the conditions A < X, B < X and C < A n B. Then the
substance becomes structured as follows>:

D = (X, Tx)
TX T (A, Ta) (B, Tg)

(C,Tc)

It is evident that the topologically interpreted concept of sheep has a struc-
tural character. For such a depiction it is important not only that a sheep
has a dominant monad, but also what are the relationships between, among
others, (weaker) monads (in the figure, the weaker ones are those under
D). What is more, in topological ontology we can formulate various claims
about “our sheep”. Let us give, for example, the following three.

(T1) Each monad is a substance (one-element substance; it is then a dom-
inant monad for itself).

(T2) In a substance consisting of many monads, other substances (sys-
tems) can be distinguished. For example, the monad system D,
(A,Ta), (C,Tc) in a figure is a substance (or subsystem of sub-
stances). The system (A, Ta ), (C, Tc) is also a substance — a sub-
stance in which (A, T4 ) is a dominant monad.

(T3) Two substances S; and S, are identical when they are composed of
the same monads. Simply by definition we receive that there is only
one dominant monad in each substance.

It should be emphasized that these theses correspond to the relevant theses
of Leibniz’s monadology. However, for the studies presented in this paper it

5 Cf. [7], point 4. In this paper you will also find a formal and ontological reasons why
we define a substance in the way given here.
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is important that we have indicated a characteristic example of a structural
concept.

Let us now move on to another example: that of possible world. Polish
logician and ontologist B. Wolniewicz proposed that the Tractatus ontol-
ogy should be understood as a theory of lattices. Following in this path,
I generalised Wolniewicz’s approach (cf. [13, 14]) and in [8] I proposed the
following definition of a situations lattice, and consequently a definition of
a possible world.

Let A = {A1,A3, Az, ...} be a countable family of sets such that for
each Ay, card(A;) > 2 and for any Aj, Aj, Ay n Aj; = @. Each A; is
understood as a set of atomic situations and each A; consists of singletons
(.e. Ay = {{ay, },{ai,},{ai},...}). Now let N be the set of natural
numbers and let us consider a function ¢ : N — [ Ji-_; Ax, such that for
each k € N, c(k) € Ay. Then we fix, for a given c:

B. ={c(k): ke N} u {g}.

As a result we obtain: a pair (X, Tx), where X = [, c(k) and for any
A e Tx, A € B, is a topological space. In [8] I called this topological
space Wittgenstein’s topological space.

So, now we can say: a union of all Wittgenstein’s topologies is a lattice
(with & as an empty situation (0 of a lattice) and | J(A; U Az U ...) as
Aie. 1 of a lattice), where supremum v and infimum N is defined in the
following way (S;, Sj are any elementary situations, i.e., each of Si, S;
belongs to some topology or is A):

Sius§; ifS{uS;€eTa,, forsomek e w
S =, oth

SinS; ifSinS;e€Ta,, forsomek e w
Slﬂs):{gl ) 0th1 ) k

In the defined lattice each Wittgenstein’s topology plays a role of a possible
word and then any Wittgenstein’s topology is to be called a possible world.

So as we can see, a possible world is the maximal topology in a lattice.
Elements of a given topology are called situations or elementary situations.
The concept of a possible world is structural in nature and many theorems
about this or that possible world (and also about situations) can be obtained
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from the very definition of a possible world. I do not mention these theorems
here. An interested reader can find such theorems in the quoted paper [8].

S Summary notes

In the above analyses I focused on concepts understood as meanings of
names. As a future task we can treat considering meanings for sentences
and functors. About the meaning of sentences, i.e. about propositions,
I wrote, amongst others, in [5]. In the case of functors such as adjectives
or verbs (resp. quality and relations on the ontic side) the problem seems
difficult. Philosophical and semiotic literature does not provide unambigu-
ous solutions. However, ontological considerations suggest to me that we
should move away from a linear understanding of quality. Perhaps there
are some simple qualities such as red itself considered by Ingarden as the
so-called ideal quality or red understood as the so-called property-trop.
Again, let us refer to dictionary terms. We explain the adjective “healthy”
in the following way.

8. healthy — physically strong and not often ill; usually in good health
[10, p. 485].

This characteristic corresponds to the following definition:

9. health — the state of being well in the body and mind, and free from
disease [10, p. 485].

However, this simple linguistic explanation is not precise (the terms used
here are vague) and does not stand the test of time. Today it is clear that the
state of health of an animal (including humans) is determined by various
parameters such as blood pressure, the chemical composition of urine and
blood, or the state of kidneys and liver (ultrasound results). And similarly,
a simple explanation:

10. atom — the smallest piece of a simple substance (element) that can
exist alone or combine with other substances (to form molecules) [10,
p. 56].

does not in any way reflect the contemporary physical knowledge, although
it does have a certain didactic and introductory function. Philosophers,
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not

only those analytical, put higher demands on concepts: in language,

especially in the language of research, it is necessary to refer to the structure
of the studied objects when formulating concepts, and consequently to build
structural concepts. As I have shown above, giving such concepts results
in a number of theorems about the objects to which we refer by names and
concepts connected with names.

Acknowledgements. The paper is supported by National Science Centre,
Poland, No 2017/27/B/HS1/02830: Atom. Substance. System. Investiga-
tion on topological ontology.
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Suplement

Artykut ten dedykuje Profesorowi Jerzemu Pogonowskiemu z okazji Jego
jubileuszu. Temat, ktéry w tym artykule poruszylem, jest Profesorowi
Swietnie znany. Mam nadzieje, ze cho¢ jedna mysl bedzie dla Profesora
nowa.

Wielokrotnie spotykatem Profesora na réznych konferencjach (po raz
pierwszy w Siedlcach na konferencji logicznej zorganizowanej przez
matematyka prof. Lestawa Szczerbg — byl wéwczas rok 1988 lub 1989).
Wszystkie konferencje, na ktérych spotykalem Profesora, byly okazja do
poszerzenia mojej wiedzy, zrozumienia funkcjonowania naszego Srodo-
wiska logiczno-filozoficznego i namystu nad tematami, ktére warto po-
dejmowa¢ w nauce, po spotkaniach na Jego wyktadach i w rozmowach
towarzyskich.

Tu chce jednak wspomnie¢ o jednej sprawie, waznej dla Srodowiska
logicznego w Polsce. Opowiem to tak, jak pamig¢tam dzi§, a rzecz dziata
si¢ par¢ lat temu. W roku 2017, podczas jednej z przerw kawowych, na
konferencji logicznej w Szklarskiej Porebie, tj. konferencji Applications
of Logic in Philosophy and the Foundations of Mathematics, rozmawia-
fem, na zewnatrz budynku konferencyjnego, z prof. Andrzejem Indrzej-
czakiem na temat przyznania doktoratu honoris causa profesorowi Janowi
Woleniskiemu. Byt to pomyst kolegéw z Katedry Logiki i Metodologii
Nauk Uniwersytetu L.6dzkiego. W pewnym momencie dofaczy! do naszej
rozmowy (wyszedl na papierosa) prof. Pogonowski. Zapytal: ,,I o czym
Panowie rozprawiacie?” Odpowiedzialem: ,,Nie mamy tajemnic, rozma-
wiamy o doktoracie honoris causa dla Jana Woleriskiego”. Na to Profesor:
,»O! Piekna idea. Profesorowi Woleriskiemu nalezy si¢ taki zaszczyt’. My
(Indrzejczak i Kaczmarek): ,,Tez jesteSmy tego zdania i dlatego chcemy go
uhonorowaé”. Prof. Pogonowski: ,,A nie mySleli panowie, by wystapi¢
z wnioskiem o nadanie doktoratu Woéjcickiemu?” My: ,,??? To dobry
pomyst, przemyslimy”. Prof. Pogonowski: ,,Wdjcicki jest starszy”.
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Prof. R. Wajcicki (po prawej) i jego promotor prof. G. Malinowski

I tak Profesor dat nam do mySlenia, a ja z prof. Indrzejczakiem ustali-
liSmy: najpierw wniosek o doktorat dla prof. Wéjcickiego, potem dla prof.

Od lewej: prof. R. Murawski, prof. J. Woleriski, prof. J. Pogonowski
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Woleniskiego. Rezultatem tej rozmowy byt nastepujacy wynik: na wniosek
Katedry Logiki i Metodologii Nauk UL.:

— 1 pazdziernika roku 2018 przyznano doktorat honoris causa Uniwer-
sytetu Lodzkiego prof. Ryszardowi Wéjcickiemu,

— 15 stycznia 2020 roku przyznano doktorat honoris causa Uniwersytetu
Lodzkiego prof. Janowi Woleriskiemu (jednym z recenzentéw byl Pro-
fesor Pogonowski).
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BREAKUP algorithm in the general setting

Adam Kolany

Drogiemu Jerzemu, z wyrazami szacunkuy i sympatii.

No bo o uwielbieniu w wypadky meZczyzn méwié nie przystoi...

Adam Kolany,
LipsK (Saksonia), wrzesier 2021

Abstract In [2] R. Cowen and K. Wyatt proposed a preprocessing al-
gorithm for satisfiability testing of CNF formulas. The complexity of the
algorithm was O(#V x #C), where #V is the number of variables and
#C is the number of clauses to be satisfied. In this paper, we propose
an algorithm based on Search Depth First method (see e.g. [1]) for pre-
processing general satisfiability testing (see [3], [5]) whose complexity is
O(#F x (#C+wd(F))) + O(#V x #C x rk(F)). It is worth noting that
in the case of SAT, where the set F consists of pairs of the form {p, —p}, p
— a propositional variable, we have #F = #V, rk(F) = 1 and wd(F) = 2
and the complexity transforms to O(#V x #C), as in the Cowen’s and
Wyatt’s case.

Adam Kolany
e-mail: adam.kolany@gmail.com
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1 Generalized satisfiability

The following notions which are closely related to Schrijver’s existence of
transversal (see [6]) and having property S (see [3, 4]) can be found in [5].

Definition 1. Let V # (7.

1. A hypergraph is a pair H = (V,F), where F < p(V). The elements
of V and ¥ are called, respectively, vertices and edges of JH.

2. Let H 2= (V,F) be a hypergraph and let € = p(V) be a family of
subsets of V (the elements of C will be called, for brevity, clauses in
the sequel). We say that o < 'V satisfies C with respect to H iff

a.on o # ¢, forall x € Cand
b. f & o, forall fe J.

3. Cis satisfiable with respect to J iff there exists 0 = V which satisfies
C with respect to H.

Many existential problems can be seen as generalized satisfiability prob-
lems (see [5]). For instance, existence of distinct representatives, graph ver-
tex and edge colorability, (n, k)-colorability, 2 < k < n € {1,2,3,...},
or list colorability.

2 Components

Definition 2. Let 3 == (V,F) be a hypergraph and let € < p(V).

1. We say that «, 3 € C are directly connected by H iff o« n 3 # J or
thereis fe Fwithanf,p nf#

2. Wessay that «, 3 € € are connected by H iff they are directly connected,
or there exist 81,...,8, € € such that 8, is directly connected with
«, Oy is directly connected with (3 and d; is directly connected with
5]'+1,j = 1,...,TL— 1.

3. A component of C with respect to H{ is a maximal nonempty subset of
C whose every two elements are connected with respect to .

‘We have:
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Theorem 1. Let C4, ..., Cy, be all different components of C wrt. H. Then
C is satisfiable wrt. H iff Cy, ..., Cn are satisfiable wrt. (.

Proof. Of course, satisfiability of C implies the satisfiability of its all
components. So let us assume that Cy, ..., C,, are satisfiable and let o;
satisfy Cj, for j = 1,...,n. We will show that o 2F U;;l((rj nUJG)
satisfies C wtr. H{. Of course, the only thing we must check is that f < ¢
for no f € F. Assume otherwise and let f < o for some f € F. Since
o1, ..., On are consistent, there are i # j, with f N oy N U C; # J and
fnojnJC # . This however means that there are v, w € V with
vefnoinJCiandwe fnojnl|JC;. Sinceve|JCiandwe [ JC5,
there are ¢ € C; and d € C; withv € candw € d. Then, however,ve cnf
and w € d n f which means that c and d are directly connected, hence C;
and C; are the same component, which, in turn, contradicts the assumption
that i # j. ]

Since testing satisfiability is NP-complete and thus all known algo-
rithms for doing this are exponential, the above theorem shows that it is
plausible to preprocess the satisfiability testing by splitting the set C into
the components, if this can be done quickly. In the next paragraph we will
outline a procedure the complexity of which is O(#F x (#C+wd(F))) +
O(#V x #C x rk(F)), where #.A is the number of elements of A, rk(.A)
is the maximal number of elements of A with nonempty intersection and
wd(A) is the maximal length of an element of A, where A < p(V).

Before we do this we will first show that components of C wrt. H are
connected components in the usual sense of some graph.

Definition 3. Let (V, F) be a hypergraph and let € < p(V).

1. Let c¢,, be one of those elements of € to which v belongs, forv € V, and
let c¢ be one of those elements of C which has nonempty intersection
with f, for f € F.

2. We define the graph G(V, €, F) =€, Ey u Eg) where:

Ey ={{c\,¢}:¢€Cvei},veV
Er ={{cr,e}:¢€Cfné- T feF

Let us notice that the number of edges of G(V, C, F) is O(#V xrk(C))+
O(#C x #T).
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‘We have:

Theorem 2. A set Cq is a component of C wrt. H iff it is a component of
the graph G(V, G, F).

Proof. 1t is of course enough to show that o, 3 € C are connected wrt. I
iff there is a path from octo 3 in G(V, €, F). We will prove this first showing
that (1) if &, 3 € € are directly connected wrt. J{, then there is a path from
ato fin G(V, €, F), and that (2) if {c, B} is an edge in G(V, €, F) then
o and 3 are connected.

(1) Let us assume that «, 3 € C are directly connected wrt. . Then
eitherac N B # FJoranf,p nf#,for some f € F. In the first case,
letv € o« n B. Then {c,, «} and {c,, B} are in Ey, hence (1) is true. If
anf,fnf#then {c¢, «} and {c¢, B} are in E, hence again (1) is
true.

(2) Edges from Evy are of the form {c,, ¢}, v € V, ¢ € C,. They are
directly connected, since their ends have a common vertex v. Edges from
Eg are of the form {c¢, €}, f € F, € € Cr and are directly connected, since
their ends have nonempty intersection with f. ]

3 Breakup

We assume that elements of both € and J are given as lists of vertices.
The procedure consists of four steps:

1. For each vertex v € V create the list C,, consisting of all clauses
containing v and put as c,, the first element of C,,.

2. For each vertex v € V create the list F',, consisting of all edges con-
taining v.

3. For each clause c € € create the list F'; consisting of all edges inter-
secting ¢ and put as cy the first element of Cy.

4. For each clause ¢ construct the list L. of its neighbours in G(V, C, F)
(the neighbourhood representation of G(V, €, &), which is required in
the 5 step)

5. Perform DFS (Deep First Search) based procedure for finding con-
nected components of G(V, €, F).
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One easily sees that step 1 can be performed in time O(#C€ x wd(C))
and step 2 in time O(#F x wd(JF)). The 3™ step can be done in time
O(#V x 1k(€) x rk(F)). To estimate the complexity of 4" step let us
consider the following pseudocode realizing it:

for v in V do
for ¢ in C_v do {push L_cv, c; push L_c, cv; }

for £ in F do
for ¢ in C_f do {push L_cf, c¢; push L_c, cf;}

As one can see, the first loop needs O(#V x rk(C€)) steps and the other
O(#C x #T) steps. They both produce a neighbourhood representance of
G(V, ¢, 9).

The fifth step takes linear time of sum of the number of vertices and
edges of G(V, €, F) whichis O(#C) + O(#V x rk(C)) + O(#C x #F) =
O(#V x rk(€)) + O(#C x #TF). Thus the entire procedure requires time:

step 1 step 2 step 3
O(#C xwd(C)) + O(#F x wd(F)) + O(#V x k(F) x rk(C)) +
step 4 step 5
+ O(#V x1k(C)) + O(#TF x #C) + O(#V x1k(C)) + O(#TF x #C) <
1, (wa(e)<#V) 3 4
< O(#V x #C) + O(#V x1k(F) x rk(C)) + O (#TF x #C) +
2 2,4 3, (rk(e)<#e)

+O(#TF xwd(F)) < O(#F x (#C+wd(F))) + O(#V x tk(F) x #C).

In the case of CNFs, where JF consists of pairs of opposite literals
#F = #V,1k(F) = 1and wd(F) = 2, hence the entire complexity equals

OV x (HC+2)) + O(#V x 1 x #€) = O(#V x #€C)

as in Cowen’s and Wyatt’s case.
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Few applications of ordinal recursion

Adam Kolany, Michatl Kolany

Abstract In the following we show how some well known theorems of
“elementary” mathematics can be (almost) trivially proven with ordinal
recursion. In order to simplify the formulation of the latter a minor modi-
fication of the Morse-Kelley theory [4, 6, 3] of classes will be used here
instead of the Zermelo&Fraenkel set theory [2]. More detailed formulation
of what follows can be found in [5].

1 Language and axioms of the simplified Morse-Kelley
Theory of Classes

The underlying theory of this paper is a first order theory with full language
of the ZF set theory. That is, apart from €, also such symbols as &, <, p,
ﬂ, etc., along with their usual definitions:

Vx (x ¢ @)
aChb =V(xea—xeb)

pla)={c:cca}, ﬂa:{czvxeacex}, etc.
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are present here.

As it concerns specific axioms of the theory, they are quite similar
to those of ZF (see for instance [2]), except of Comprehension, which
for a given formula @ postulates the existence of a class consisting of
exactly these sezs! which satisfy this formula. The Axiom of Extensionality
guarantees the uniqueness of such a class and this, similarly as in ZF, allows
us, for a given formula @ (x) and its free variable x, to consider the term

{x: O(x)}
whose free variables are those of @ (x) excluding x, and the defining axiom?
ze{x: ®(x)} «— @ [z/x] A Set(z)

assuming that x is free for z in @, where Set is the predicate letter for being
a set:
Set(z) = F(zex).
X

2 Ordinals, superinductive classes and recursion

An ordinal is any set o¢ which is

[transitive]

XEYEA — XEX
[connected]

X\ YEX — X=Y V XEY V YEX
[well founded]

T#AACx — deepa(cNA=02).

Ordinals are: the emptyset, &, all natural numbers3 and also the set of all
natural numbers itself, w. Given an ordinal «, its successor, Succ () =

1 Sets are classes which belong to other classes. Classes which are not sets are proper
classes.
2 The inscription “® (x)” means that x occurs in @. @ [t/ ] is the result of substituting
t for u in @, where @ is a formula, t is a term and u a variable which is free for t in
D (see [7]).
3 Natural numbers are the sets belonging to every inductive class, that is, to every class
C satisfying:

e C, VaecSucc(a)eC.
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oc U {oc} is also an ordinal and given a set of ordinals A, its join, [ J A, and
(with A # ©) meet, ﬂ A, is an ordinal. An ordinal « is a [imit ordinal, if
o = | J a. Otherwise it is a successor ordinal, o« = Succ (| J ) and thus
(J e is the predecessor of .

The class On of all ordinals is transitive, connected and well founded,
which proves it is not a set4, since otherwise, the set A = {On} would
contradict the well foundedness condition above (since then On € On N
{On}).

Remark 1

Usually well foundedness is assumed as a separate axiom. This however is
not necessary in “usual” mathematics, which fits in so called von Neuman
Universe, where, in turn, this principle is just satisfied.

Remark 2
The relation?

{{o,>€ONn xOn: xefP}

well orders the class On.
A class X is superinductive ift

V (kX - axeX)

xeOn

Itis easy to show that all natural numbers belong to every superinductive
class. It turns out that we have more:

Theorem 1 (Transfinite Induction). If a class X is superinductive then
On c X.

Proof. Suppose On & X and o € On\X. Then, however, x\X is
a nonempty subset of «, so there is f € o\ X with & =  n (\K) =
(B na)\K =p\X. That is § < X, hence, by superinductivity of X, we
get 3 € K which is not the case. m|

Using the above, one can prove the following:

The class of natural numbers exists by Comprehension and Separation Axioms. Its being
a set is postulated as an axiom.

4 Comp. Buralli-Forti Paradox [1].
5 Relations are classes consisting of ordered pairs of sets.
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Theorem 2 (Transfinite Recursion Theorem). Ler G : Set — Set be
a function. Then there exists the unique function F : On — Set satisfying ¢

F(x) =G(Fls), a«eOn.
This unique F will be denoted as 11{G).
In order to prove the above, it is enough to show superinductivity of
K={5e0n: I guVaes (f(0) =G (f &) }

which is not very difficult. m|

3 Examples

3.1 Von Neumann Universe, regularity

Let
= h(x)ug(h(a)) if Dm(h) = Succ(«)
B UReg(h) else

and let ¥ = 1 G. Then, in particular,

U () U p (U () if ¢ = Succ ()
U @"o) { is a limit ordinal

The class
vV =| JRg()

is called the von Neumann Universe. As it was mentioned above, all
elements of V satisfy the well foundedness condition. Since all “stan-
dard” mathematics can be done in this universe, we will assume that well
foundedness holds for every set:

6 Given a class H and a set a, the value, H (a), of a with respectto H. is | (H" {a}).
If H is a function and {a, c) € H, then H (a) = c.
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Axiom of Regularity
va;&ﬁﬂcea ((1 Nne= Q)

Under this assumption, the von Neumann Universe is equal to the class of
all sets.

3.2 Set enumeration, cardinality of sets

In this and all further examples, we will also assume validity of the Axiom
of Choice:

Given a nonempty family of nonempty sets A, there exists a function C :
A — | A satisfying
Cla)ea, a€eA.

Definition 1. Let A # &. Then an extended choice function over g (A) is
any function p: o (A) — Succ (A) satisfying

u(@) =A and w(S)es, Sep(A)\{z}.

Now let A be a set and let p be an extended choice function on g (A).
Let moreover
G (h) =pn(A\Rg(h)) , he Set.

Then & = (G satisfies

E() =G (& o) =(A\Rg (& 1a)) = (A\E") , o€ On
and

1. AcRg(&)
2. & =& ¢, isaninjection from {g onto A, where {; = min E1{A}.

The function &* above is called an enumeration of A, the number {; is
the length of the enumeration &*. The least length of an enumeration of A
is its cardinality and is a cardinal number”.

To prove (1), suppose it is not the case. Then, for all « € 3 € On,

7 Cardinal numbers are the ordinals which are not function images of less ordinals.
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E(B) =pR(A\E"B) e A\E"B

and since & () € £"B, we get & () # & (B). That, however, means that
& is bijective and thus its reverse is a function whose domain is a subset
of A (namely £"On) and its range is On which is a proper class, which
contradicts the Replacement AxiomS3.

Now the (2) is straightforward. Since & ({¢) = pn(A\E" L) = A, we
get that A € &"lg < Succ (A) = A U {A}. By the minimality of {, in
the latter we obtain A = &£"{¢ and for all x € 3 € £ (&), again

E(B) =n(A\E"B) e A\E"P

which implies & («) # & (). Thatis £* = & ¢, is a bijection.
Let us notice that enumerations of A transport well orderings from their
lengths into the set A:

a<b e &l(a)e&t(b), abeA.

3.3 Basis of a vector space

Let V be a (notrivial) vector space over a field K and let i be an extended
choice over p (V). Let moreover?®

G (h) =p(V\Liny (VnRg(h))), heSet
and let B = (G). Then B : On — Succ (V) and
B (o) =G (B o) = p(V\Liny (Vn (B"«))), oeOn

and the set B = Rg (2B) \ {V} is a basis of the space V.
First notice that, similarly as before, V is in the range of 25 and thus for
« = min (B~ {V}), we obtain

V = Liny (B"«),

8 Functional images of sets are sets.

9 Liny (A) is the smallest vector subspace of V containing A. In particular,
Liny (@) = {©}, where © is the nought vector of V.
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hence ‘B" « spans V. Suppose it is not linearly independent. Then

0= 2 ap - B (xp)
p=1

for some x; € -+ € an, € « and ay,...,a, € K. Without loss of
generality, we may assume that a,, # 0 and then

B o) = Y ap B (o) € Lin (B (1), B (o 1))

T p<n

CLin(B"xn)

On the other hand,
B (o) = n(V\Lin (B" o)) € V\Lin (B" o)

which contradicts the above.

3.4 Kuratowski-Zorn Lemma

Let (A, <) be a partially ordered set whose all chains are bounded and let
G (h) =u(Bd(A nRg(h))\Rg(h)), heSet

where
Bd(S)={aeA: Vss (s <a)}

for S € A and where p is an extended choice function over g (A). Then if
L =x{(G),

L) =pn(BAd(AnL"x)\L"x), «eOn.

Again similarly as previously, we get A € Rg (£). We will show that £" «,
with @ = min (£71" {A}), is a maximal chain in A.

Proof. Indeed. To show that £"« is a chain, let 6 € y € . Then
L(y) =un(Bd(AnL"y)\L"y) e BA(An L"y)\L"y

hence, in particular £ (y) > £ (3), since £ (8) € L"y.
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To show that £"« is a maximal chain, let us notice that
A=L(a)=p(Bd(AnL"x)\L"ax) ¢ Bd(An L") \L"x

hence Bd (A n £"a) = Bd (£"«) € £"« which means that £" « has no
proper extensions. O

3.5 Ultrafilter Extension Theorem

The Ultrafilter Extension Theorem says that every filter in a lattice can be
extended to a maximal one. It is also well known that this can be obtained
easily from an apparently weaker statement that in every nontrivial lattice
there exists a maximal filter.1°

We will show here how to get a filter with the transfinite recursion.

Proof. So let X be a filter with the least element!! | € X and let 1 be an
extended choice on p (X). Let also

aneS(QZQI/\"'Aan)}y

,,,,,

OS)={aeX: FSu{a}l #Xl}

and let
G(h)=pn(®@(KXnRg(h))\Rg(h)), heSet.
Then for f = 1 (G)
flo) = (@ (K f'a)\f'a) , oeOn.

Again, we easily show that X € Rg(f). Then §[f"al with o =
min (f~1"{X}) is an ultrafilter. First let us show it is a filter. Suppose
otherwise. Then there exists

X1 €---€aneawithl =f(og) A Af(on).

10 Ultrafilters are just maximal filters.

11 If a lattice K does not contain the least element, one can extend it to such that has
one and consider this extension instead.
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Because
K#f(on) =pn(@Knf"an)\f'an) €@ (K nf"oy) =0 (f'oty)
we have

LgFli"on U {flan)} ] 2F {f (1) ,..., flan)}l 2 L.

This contradiction shows, that § [f"«] is a filter indeed.
To show the maximality, let us notice that

K=Ff(a) =p(O(KXnf'a)\f'a) =p (O (f'a) \f'x) ¢ K .

Thus © (f"«) < "o and hence any element ¢ outside f"o is outside
© (f" o). This means that

K=F(f"o«) u{c] =F[F[f"o] U {c}]

and proves the maximality of F [f" od. O

3.6 Hahn-Banach theorem

Let V be a real valued vector space, let W be its subspace and let a linear
mapping f : W — R satisfy

fw)<pw), weW

where p : V — R is subadditive'?. Then there exists a linear mapping
f*: V — R extending f and satisfying

¥ <p.

Proof. To prove that, let us consider the family J of all real valued linear
mappings defined on subspaces of V which are bounded by p, let

O©MH)={FeF:H<F}, HSVxR

12 That is, p satisfies p(x +y) < p(x) +p(y), p(x-x) = x-p(x), x,yeV,
and o« > 0.
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and let

G (h) — {f h=g
B L@ U(@EFnRg(h))) else,

h e Set
where  is an extended choice on g (F), and let § = = {(G).
Usually in the proof of this theorem, the following Lemma is utilized:

Lemma 1. With the assumptions as above, for any u € V\W, there exists
a linear function
fy :Liny (Wu {u}) > R

extending f and satisfying
fuw)<p(w), welLiny (Wu{u}).
With that lemma we obtain that:
©H)=o iff Dm(H)=V

forany H € J.
Straightforwardly from the definition3,

and, for o« > 0,

F=6G1)=r(e(JEFReGE 1)) =

“u(e(UEn )

Now, if y € On, F ¢ §"vy and 3 € « € y, we have
F£3)=6Fl)=p(@UEFnE"x)))=

=u(©@UE"))eoUE'x))cT
F#IB)=GCEF tp)=n(@UENE"B)))) =
=n(©@UE"B)))eo(UE"B) =T

130 e w and & is the same set.
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and §(B) € F n (F"«), hence

FB<JEFNB'0) ST (o) e,

This means that § [, is a bijection from y to J and preserves ordering:

Bexey = F(B) & T (e)

which, in turn, implies that F € Rg (F), since otherwise § would be
a bijection mapping On into J and this would contradict the Replacement
Axiom.

So let now y = min (F~"F). Then, of course, F ¢ F"y, and thus F"y
is a chain. Hence, in particular,

f=50) =@y e

Moreover,

F=5v=n(e(UTGEV))=

—u(e(Ue)) =re@r

which implies that ® (f*) = & and this, by Lemma 1, implies that
Dm (f*) = V. o
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Mathematics vs reality. A note on
applicability of mathematics

Roman Murawski

Mathematics, one of the most abstract disciplines, is used and applied
with success in various contexts and in various domains — not only in
natural sciences like physics, chemistry, astronomy or technology but also
in social sciences like psychology, sociology, linguistics etc. Even more,
it is claimed that thanks to application of mathematics such disciplines
become more scientific. What are the reasons of such opinions? Why
mathematics being — as an abstract science — far from the real world can
be with success applied to describe the real world and various phenomena
including human behavior and products of human activity?

In fact, mathematics was applied in the sphere of practical activity of
human beings from its beginnings — ancient Egyptians and Babylonians
used mathematics for example by measuring fields or building pyramids.
In ancient Greece there appeared an idea that natural phenomena are not
results of decisions or whims of gods but that they are consequences of
certain laws and regularities — this was the beginning of the process of
demythologization of the nature and of the rational investigation of the real
world. However, such approach had initially rather a qualitative and not
quantitative character. Only in modern times there appeared a scientific
method connecting experiment with a reasoning, a mathematical modeling
with experiment. This approach was based on the activity of scientists — in
opposition to the attitude of ancient and Middle Ages scholars who were
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concentrated on the contemplation of the nature. The aim of the new method
was to express regularities of nature in the form of laws of nature using the
precise language of mathematics and then to check them by experiments.
This was based on the conviction that “The book of nature is written in
the language of mathematics” and that “Mathematics is the alphabet in
which God described the Universe” — as Galileo Galilei expressed it. Such
approach made possible not only the description of the world but was also
the key to its transformations.

The usage of mathematics and its language in various domains can lead
to astonishing situations. For example, in statements of demography [cf.
20] — in which mathematical statistics is used — can appear the symbol of
7t. One can ask: what has 7, i.e., the ratio of the circumference of a circle
to its diameter, to do with the demography?

Many mathematical concepts have their immediate source in physical
reality, mathematics has an empirical genesis and various mathematical
theories have been established as a response to needs of natural sciences
like physics. However, mathematics is in fact an abstract domain governed
by its inner own rules. In modern mathematics one has to do with very
abstract objects whose properties are characterized by axioms. And, in
fact, the only condition put on axioms is their mutual consistency! and
the requirement that they lead to interesting and beautiful mathematical
results.2 Observe that abstract axiomatic theories can have many various
interpretations. Add that many mathematical theories use the concept of
infinity, even more, in many of them this concept plays an important and
indispensable role. However the concept of infinity is far from our direct
experience — by using our senses we have to do exclusively with finite
objects.

All those circumstances make the problem of applicability of mathemat-
ics more complex and difficult. It becomes still more complex and difficult
if one would add here one component, namely the following questions: (1)
why human thinking, in particular scientific method and classical logic,
are adequate with respect to the nature and (2) are there in fact regularities,
laws of nature, is the nature rational? Since we would like to concentrate

! One does not require nowadays from axioms that they should be true statements.
In fact, in the case of abstract concepts and axioms characterizing such concepts the
problem of their truth became senseless.

2 Godfrey Harold Hardy said that “[Beauty] is the first test: there is no permanent place
in the world for ugly mathematics” — quotation after Hammond [10, p. 22].
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here on problems of the philosophy of mathematics, we do not want to
consider those problems. They are connected with other disciplines like
cosmology, ontology, cognitive sciences, etc. Our aim in the paper is to
show how various theories formulated in the philosophy of mathematics
attempted to explain the phenomenon of applicability of mathematics to
the real world.

Before doing this one should make an important distinction, namely the
distinction between two theses:

(A) the world is in fact mathematical,

(B) the world can be mathematized.

The first thesis is the claim that there is certain correspondence and
adequacy between objects of the real world and objects of mathematics,
that the world is ontologically mathematical, that mathematics is “the
language of nature”. On the other hand, the statement that the world can
be mathematized means that concepts and methods of mathematics can be
successfully and effectively used in order to describe the real world and
its regularities. Observe that the first thesis implies the second one, i.e., if
the world would be mathematical, then it could be mathematized but not
necessarily vice versa. Among advocates of the first thesis one finds such
scientists as Alfred North Whitehead, Werner Heisenberg, Carl Friedrich
von Weizsicker and Roger Penrose as well as Jézef Zyciriski and Michat
Heller. Add that the first thesis is in fact an ontological thesis stating the
structural and functional adequacy of the nature and mathematics.

After those introductory remarks consider now how in the philosophy of
mathematics the problem of the mathematical character of the world (thesis
A) and the problem of its mathematizability (thesis B) were explained.

Let us begin by Plato (427-347 B.C.). His conception is based on the
theory of ideas claiming that there are two separate spheres of beings: the
unchanging, constant world of ideas that are clearly determined real entities
existing beyond time, space and independently of human cognition. On the
other hand, there are variable things of the material world being experienced
by human beings with the help of their senses, possessing a lower level
of reality, being unstable shadows of ideas. Ideas do exist really, physical
objects have their source in them. They receive their existence from ideas.
Physical objects are for example circular when they participate in the idea of
circularity. There are many circular objects but only one idea of circularity.
Things are like images of ideas, ideas are prototypes of things.
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Mathematical objects belong to the world of ideas. Theorems of (pure)
mathematics are suitable with respect to the material world of things be-
cause the latter are material images of immaterial ideas and concepts.
A simple example: “One apple and one apple are two apples” — this is
a true theorem of applied mathematics since in the immaterial world of
numbers “1 + 1 = 2” holds — this is a theorem of pure mathematics. It
is so because one apple participates in the ideas of unit and two apples
participate in the idea of two. In this way the applicability of mathematics
to the description of the nature is not any more a puzzle.

Plato’s conception is the base of a trend in the philosophy of mathematics
called mathematical platonism. However the latter is not homogeneous.
A common part of such conceptions is the claim that there exists the world
of mathematical objects which are independent of the material world and
of the human mind. Consequently, they are also independent of time and
space. The real world, the nature becomes in platonism a material model of
mathematical theories or embodiment of mathematical structures. However
this conception has some weaknesses. In particular, it does not fully explain
relations between ideal mathematical objects and physical/material objects.
It admits also the parallel existence of sense-experienced reality on the one
side and of the ideal world of mathematics on the other whereby objects of
the latter do not causally influence objects of the former. Consequently there
is no immediate cognitive approach to the world of mathematical objects.
They can be explored either indirectly by investigating the material world
via senses or directly by intuition or direct insight. Plato himself explained
this problem by the theory of anamnesis. A mathematician has in fact in his
mind inborn knowledge about concepts and ideas and recalls them — they
were seen by his soul in its life in the world of ideas. A human being attains
in his earthly life the knowledge about ideas and mathematical concepts by
recollection and not by constructing or active learning.

Platonism had and still has many followers. Among them were Euclid
(about 365 — about 300 B.C.), Proclos Diadochus (410-485), Georg Cantor
(1845-1918), Gottlob Frege (1848-1925), Kurt Godel (1906-1978) and
the co-founder of Polish School of Logic Jan Lukasiewicz (1878-1956).

According to Godel, the thesis that mathematical objects exist inde-
pendently of time, space and human mind is necessary in order to obtain
a satisfactory system of mathematics similarly as the assumption of the
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existence of physical objects is needed to explain sensual impressions. He
wrote [9, p. 137]:
Classes and concepts may, however, also be conceived as real objects, [...] exist-
ing independently of our definitions and constructions. It seems to me that the

assumption of such objects is quite as legitimate as the assumption of physical
bodies and there is quite as much reason to believe in their existence.

Note that Godel did not explain what are in fact mathematical objects
and how do they exist. He stressed only that they are different from their
representations in mathematical theories — they are with respect to them
transcendent. The basic source of mathematical knowledge is — according
to Godel — intuition. Data provided by intuition should be developed by
a deeper investigation of objects. Consequently the mathematical knowl-
edge is not only the result of passive contemplation of intuitive data but
is also a result of activity of human mind. The latter has a dynamic and
cumulative character.

Jan Lukasiewicz wrote that when he considers even the simplest logical
problem then he has an impression that he is “facing a powerful, most
coherent and most resistant structure” [15, p. 165]. And further:

I sense that structure as if it were a concrete, tangible object, made of the hardest
metal, a hundred times stronger than steel and concrete. I cannot change anything
in it; I do not create anything of my own will, but by strenuous work I discover in
it ever new details and arrive at unshakable and eternal truth. Where is and what
is that ideal structure? A believer would say that it is in God and is His thought.?

Another answer to the question on ontological status of mathematical
objects and their relation to the sensual reality was provided by Aristotle
(384-322 B.C.), the pupil of Plato. He claimed that mathematics is not
ascience talking about independent ideal objects prior to the world of things
but it is the knowledge of objects being forms of things, being idealizations
obtained by the process of abstraction. Hence they do not exist timelessly
and independently of things but are in a sense in things. Mathematical
objects are — similarly as in platonism — real, they are thought reflections
of forms of things, they do exist objectively, however, are not independent

3 “Konstrukcja ta dziata na mnie jak jaki$§ konkretny dotykalny przedmiot, zrobiony
z najtwardszego materiatu, stokro¢ mocniejszego od betonu i stali. Nic w niej zmienic¢
nie moge, nic sam dowolnie nie tworze, lecz w wytezonej pracy odkrywam w niej tylko
coraz to nowe szczeg6ty, zdobywajac prawdy niewzruszone i wieczne. Gdzie jest i czym
jest ta idealna konstrukcja? Filozof wierzacy powiedziatby, ze jest w Bogu i jest mys$la
Jego.”
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of the world of things. Mathematics is the knowledge of properties and
mutual relations of those objects — and those objects apply (via forms of
things) to empirical objects. In Physics Aristotle wrote (193 b 22):

Obviously physical bodies contain surfaces and volumes, lines and points, and
these are the subject-matter of mathematics. [...] Now the mathematician, though
he too treats of these things, nevertheless does not treat of them as the limits of
a physical body; nor does he consider the attributes indicated as the attributes
of such bodies. That is why he separates them; for in thought they are separable
from motion, and it makes no difference, nor does any falsity result, if they are
separated.

And in Metaphysics we find the following words (1061 a 33):

As the mathematician investigates abstractions (for before beginning his investi-
gation he strips off all the sensible qualities, e.g. weight and lightness, hardness
and its contrary, and also heat and cold and the other sensible contrarieties, and
leaves only the quantitative and continuous, sometimes in one, sometimes in two,
sometimes in three dimensions, and the attributes of these qua quantitative and
continuous, and does not consider them in any other respect, and examines the
relative positions of some and the attributes of these, and the commensurabilities
and incommensurabilities of others, and the ratios of others; but yet we posit one
and the same science of all these things — geometry — the same is true with regard
to being.

The position represented by Aristotle is nowadays known in the philos-
ophy as moderate realism. Conceptions in spirit of it are not homogeneous.
One finds here the conception of Saint Thomas Aquinas and his followers or
conceptions of followers of dialectical materialism as well as conceptions
of various mathematicians.# Also the conception of Nicolas D. Goodman
can be located here. The latter claimed [cf. 7] that objects of mathematics
are mathematical forms of physical phenomena. A common feature of all
such conceptions is the claim that objects of mathematics are abstractions
from physical reality. It should be added, however, that in order to explain
the whole complexity of modern mathematics a multi-stage abstractions
should be allowed. The very process of abstraction can be understood in
various ways. In particular, Aristotle and the followers of Thomas Aquinas
talked about abstraction omitting variability, Jean Piaget about reflecting
abstraction, i.e., abstracting from the activity of a knowing subject [cf. 19],
dialectical materialism says about generalizing abstraction, abstraction of
potential realization and abstraction of actual infinity [cf. 15].

4 Among Polish mathematicians who stressed the connections between mathematics
and the nature one finds for example Hugo Steinhaus and Andrzej Mostowski.
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A positive feature of moderate realism is the fact that it does not be-
come embroiled into troubles and ontological difficulties of platonism. Its
drawback is in particular the fact that the existence of mathematical objects
is dependent not only of objects of the material world but also of the exis-
tence of abstracting subjects — in fact, there must exist not only the material
world but also somebody or something who/which performs the act of ab-
straction. Further, some mathematical concepts are in fact not abstractions
from physical objects but rather idealizations of them. Even more, there
are many objects in mathematics having no connection with objects of the
material world but obtained by abstractions from abstractions.

Some similarity to Aristotle’s conception can be seen by the empiri-
cist. They claim that the only source of mathematical knowledge is ex-
perience. Among them one finds John Locke (1632—1704), David Hume
(1711-1776) and John Stuart Mill (1806—1873). The latter maintained, for
example, that the source of mathematics is the reality perceived by senses.
Mathematical concepts have been simply abstracted from the reality by
omitting some properties of real objects and by generalizing and idealizing
other properties. In his work System of Logic he wrote [16 p. 280]:

The points, lines, circles, and squares which any one has in his mind, are (I ap-

prehend) simply copies of the points, lines, circles, and squares which he has
known in his experience.

Note that by such approach the problem of applicability of mathematics
remains an unsolvable puzzle.

Similarly as Aristotle, also Nicholas of Cusa (1401-1464), a mathemati-
cian and a theologian, looked for the origin and source of mathematical
objects in things of the real world. He justified his conception by referring
to theology. He claimed that God created the world according to principles
and rules of mathematics and put the mathematical ideas like numbers or
figures into things. Human beings attempt to conceive and understand the
God’s work, rules and regularities of it by simulating and reconstructing
them in mathematics.

Similar idea one finds by Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) who
said “Dum Deus calculat et cogitationem exercit, fit mundus”.> This sen-
tence forms the kern of Leibniz’s rationalism playing — according to him —
the essential role in mathematics. Hence mathematics is the divine source

5 This is a sentence added in the margin of the short essay Dialogus, August 1677,
p. 191.
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of God’s creation. Consequently, the phenomenon of applicability of math-
ematics to the description and explanation of the world is no problem any
more, even more, it is in fact a necessary condition of such a description
(in cosmological dimension). Mathematics becomes the discovery and re-
construction of the divine ratio in the creation.

This same approach one finds by Polish philosophers Michat Heller and
Jozef Zyciriski. Since mathematical objects and structures are something
abstract and ideal, hence if one wants to explain the mathematical character
of the world, one must assume the existence of God as a Great Mathemati-
cian who granted the mathematical structure to the reality. Heller claims
even that “God is Mathematics”. However it should be added that we never
will get to know completely the world because our mathematics is too
simple with respect to God’s mathematics and mathematics “encoded” in
the reality.

A different solution to the problem of applicability of mathematics has
been proposed by Immanuel Kant (1724-1804). According to him theo-
rems of pure mathematics belong to the intuitive class of synthetic (hence
extending our knowledge) a priori (hence independent of sensual expe-
rience) judgements. They cannot be empirical, i.e., a posteriori, because
they are universal and necessary. On the other hand they must be synthetic
because they concern individual imaginations of the structure of space and
time. They are a priori because pure space and time are a priori conditions
of any perception of physical objects.

How synthetic a priori statements are possible at all? Kant answered
this fundamental question in his Kritik der reinen Vernunft (1781 and
1787) and in Prolegomena zu einer jeden kiinftigen Metaphysik, die als
Wissenschaft wird auftreten konnen (1783). According to him, synthetic
a priori statements are possible because there are a priori components in
our knowledge. In fact, space and time as forms of our intuition (Anschau-
ung) and categories as forms of reason® are such a priori elements. They
are necessary conditions of any cognition. Hence space and time are added
by our senses to our impressions. Consequently, we cannot reach in our
cognition the essence of things, things as such (Ding an sich) — we do not

6 Kant distinguished twelve categories divided into four sets of three: (1) of quan-
tity: unity, plurality, totality; (2) of quality: reality, negation, limitation; (3) of relation:
substance-and-accident, cause-and-effect, reciprocity; (4) of modality: possibility, exis-
tence, necessity.
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know how things really are because we capture them in forms of space and
time.

Mathematics investigates just time and space as a apriori forms of our
intuition. The a priori intuition of time is the basis for arithmetic and the
intuition of space — for geometry. Hence mathematics deals with the sphere
of pure intuition, it enables us to organize and to structure the stream of
impressions from the world.

However, Kant did not claim that a passive contemplation suffices in
order to obtain a complete and full description of the structure of space and
time. Just the opposite. Human mind constructs mathematical concepts in
this sense that going beyond verbal definitions of them it delivers appropri-
ate objects a priori. It should be also stressed that Kant made the distinction
between the construction of a mathematical object and the postulating of
its existence. The letter requires merely internal consistency while the
former requires that perceptual space should have a certain structure. Con-
sequently, one can postulate the existence of, for example, 5-dimensional
sphere but one cannot construct it. Hence Kant did not deny the possibility
of consistent geometries other than Euclidean one. So the development of
non-Euclidean geometries in the nineteenth century did not refute Kant’s
philosophy of mathematics.

As said above, theorems of pure mathematics belong — according to
Kant — to synthetic a priori judgements. Hence they are necessary. On
the other hand, propositions of applied mathematics are either synthetic
a posteriori (if they concern the empirical contents of sense perceptions)
or synthetic a priori (if they concern the structure of space and time). Pure
mathematics considers the structure of space and time free from empirical
material and applied mathematics has for its subject matter the structure of
space and time together with the material filling them.

Why theorems of mathematics are appropriate to describe the sensual
reality? Kant answered this question in Prolegomena where he wrote:

If, however, this image — or, better, this formal intuition — is the essential property
of our sensibility by means of which alone objects are given to us, and if this
sensibility represents not things in themselves but only their appearances, then
it is very easy to comprehend, and at the same time to prove incontrovertibly:
that all outer objects of our sensible world must necessarily agree, in complete
exactitude, with the propositions of geometry, because sensibility itself, through
its form of outer intuition (space), with which the geometer deals, first makes
those objects possible, as mere appearances. [...] since space as the geometer
thinks it is precisely the form of sensory intuition which we find in ourselves
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a priori and which contains the ground of the possibility of all outer appearances
(with respect to their form), these appearances must of necessity and with the
greatest precision harmonize with the propositions of the geometer, which he
extracts not from any fabricated concept, but from the subjective foundation of
all outer appearances, namely sensibility itself.”

Kant even said that [12, p. 13]:

In every cognition there is so much genuine science as there is mathematics in

it.8

Still another answer to our general question has been given by Willard
Van Orman Quine (1908-2000). According to him, mathematics should
be considered not in separation from other disciplines but as an integral
element of the complex of all domains explaining the reality.® Since we are
realists in the case of physical theories in which mathematics plays a role
of an important instrument, one should also be a realist with respect to
mathematical objects of mathematical theories. Since mathematics is in-
dispensable for example in physical theories, its objects like sets, numbers,
functions do exist — in a similar way as there are electrons which are indis-
pensable for physical theories. Quine accepted only one kind of existence.
Hence one does not find by him a distinction between physical, mathemat-
ical, ideal, intentional, conceptual etc. existence but simply existence. He
rejects also the possibility of dividing a scientific theory into an “analyti-
cal” (hence purely conventional) part and a “synthetic” one (dealing with
the reality). Note that from the indispensability argument there follows the

7 Wenn aber dieses Bild, oder vielmehr diese formale Anschauung, die wesentliche
Eigenschaft unserer Sinnlichkeit ist, vermittelst deren uns allein Gegenstinde gegeben
werden, diese Sinnlichkeit aber nicht Dinge an sich selbst, sondern nur ihre Erscheinun-
gen vorstellt, so ist ganz leicht zu begreifen, und zugleich unwidersprechlich bewiesen:
daB alle dulere Gegenstiande unsrer Sinnenwelt notwendig mit den Sitzen der Geometrie
nach aller Piinktlichkeit {ibereinstimmen miissen, weil die Sinnlichkeit durch ihre Form
duBerer Anschauung (den Raum), womit sich der Geometer beschiftigt, jene Gegen-
stinde, als bloBe Erscheinungen selbst allererst moglich macht. [...] da der Raum, wie
ihn sich der Geometer denkt, ganz genau die Form der sinnlichen Anschauung ist, die
wir a priori in uns finden, und die den Grund der Moglichkeit aller &uflern Erscheinungen
(ihrer Form nach) enthilt, diese notwendig und auf das priziseste mit den Sitzen des Ge-
ometers, die er aus keinem erdichteten Begriff, sondern aus der subjektiven Grundlage
aller duflern Erscheinungen, ndmlich der Sinnlichkeit selbst zieht, zusammen stimmen
miissen.

8 “[...] in jeder besonderen Naturlehre nur so viel eigentliche Wissenschaft angetroffen
werden konne, als darin Mathematik anzutreffen ist”.

9 For the conception of Quine see, for example, [3] and [4] as well as [19].
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assumption that mathematics is — at least partially — able to describe and
to understand the real world especially in such cases where it is an instru-
ment in theories involving the real world. Mathematics as an instrument is
simply a part of theories of the world constructed by scientists.

Add that a similar attitude was assumed also by Hilary Putnam
(1926-2016). Therefore the indispensability argument is called today
Quine—Putnam argument.

An interesting solution of the problem of applicability of mathematics is
proposed by structuralism — nowadays a trendy tendency in the philosophy
of mathematics. It is claimed there that objects of study in mathematics are
structures and not individual objects. Hence one do not ask, for example,
what are natural numbers because the answer would be meaningless. Im-
portant are, in fact, only connections and relations between entities called
numbers. Mathematicians do not study numbers or other objects but only
relations between them. They are interested in structural properties and not
in properties of single objects taken out of context. Maybe this is the reason
for the applicability of mathematical theorems in particular situations in
the real world — despite the fact that mathematical theorems concern in fact
abstract objects like structures.

Another new tendency in the philosophy of mathematics is the tendency
stressing the need of considering the research practice of mathematicians.
Among conceptions developed in the framework of this trend one finds, in
particular, the conception of Raymond Louis Wilder (1896-1982) treating
mathematics as a cultural system [cf. 21]. Wilder explains the phenomenon
of the applicability of mathematics in the following way: Since mathemat-
ics, like physics, chemistry or other similar disciplines, are cultural systems
and problems considered by mathematicians, physicists or chemists are
suggested to them by cultural powers and tendencies active in appropriate
subcultures and since additionally (intellectual) contacts between mathe-
maticians, physicists or chemists are sufficiently strong, then it should be
expected that mathematics will be appropriate from the point of view of its
applicability in natural sciences. In this way a sociological-cultural expla-
nation of the “effectiveness of mathematics” is given. One should observe,
however, that such an explanation is not fully satisfying because it stops at
the phenomenological and sociological level and does not provide deeper
ontological and epistemological reasons.
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So far no word has been said about conceptions like nominalism and
conceptualism as well as classical conceptions, i.e., logicism, intuitionism
and formalism. However they do not provide anything new and significant
to our problem. According to nominalism, mathematical concepts are pure
names and mathematics studying them is in fact something like game on
symbols without any connection with the material reality. There are even
attempts to show that mathematical apparatus is in fact superfluous, for ex-
ample, in physics [cf. 6]. Physics can be developed without mathematics,
mathematics does not bring in anything important to our understanding of
the sensual world, anything that would be empirically important. Mathe-
matical objects are in fact useful fictions. As justification of such theses one
provides reconstructions of physical theories in which mathematical has
been eliminated. However, it should be noticed that such reconstructions
concern only single theories (by Field it is Newtonian gravitation the-
ory). Even more, the considered theses collapses for example in the case
of quantum mechanics. Recall here Einsten’s words (quoted by Werner
Heisenberg): “The theory decides what can be observed” [cf. 11, pp. 92,
111 and 112].

Conceptualism (claimed for example by intuitionists) says that concepts
of mathematics are free creations of human mind and the latter has not
to take into account the outer reality or — as intuitionists do — it refers to
the primitive intuition of natural numbers and connections of this intuition
with the outer world is unclear. Hence the problem of applicability of
mathematics remains here completely unexplained.

Logicism and formalism did not consider the problem of applicability
at all — they were concentrated on the providing solid foundations for
mathematics as such by reducing it to something simple and certain, for
example to logic (in logicism) or to finitistic mathematics founded on clear
and immediate intuition in Kant’s style (in formalism).

* * * * *

The above panorama of attempts to answer the question why mathemat-
ics is suitable in describing and explaining the phenomena of the world
suggests the answer: WE DO NOT KNOW. Some scientists — for example
Wigner — say here about “the unreasonable effectiveness of mathematics
in the natural science” [cf. 20]. Add that Wigner claims that mathematics
is only a “formal game”, there is no genuine content in it. A mathematician
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posses in fact no knowledge, he/she has only particular skills of using aptly
some concepts.

Considering effectiveness of applications of mathematics one should
stress that it is in fact effective in case of such disciplines as physics,
chemistry or astronomy. On the other hand, it becomes less effective in
biology, social sciences or humanities. Why it is so? Maybe it is the problem
of the complexity of structures considered in those disciplines? Or maybe
appropriate mathematical theories have not been constructed yet?

Not knowing what is in fact the reason of effective applicability of math-
ematics let us finish by quoting some nice adagia attempting to indicate the
mystery with which one has to do here. Hugo Steinhaus (1887-1972), a fa-
mous Polish mathematician who appreciated applied mathematics said:
“Mathematics mediates between spirit and matter”’® An American ar-
chitect Claude Fayette Bragdon (1866—1946) wrote: “Mathematics is the
handwriting on the human consciousness of the very Spirit of Life itself”
[5, p. 61]. And Albert Einstein said [6]:

The most beautiful and deepest experience a man can have is the sense of the

mysterious. It is the underlying principle of religion as well as of all serious
endeavour in art and science. !
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Kilka uwag wokdét intuicji jezykowej.
Z. okazji 70. rocznicy urodzin Profesora
Jerzego Pogonowskiego

Wiadystaw Zabrocki

Streszczenie Artykul stanowi przyczynek do interpretacji epistemolo-
giczno-metodologicznej wybranych propozycji badawczych Jerzego Po-
gonowskiego. Podjeto w nim prébe powiazania wczesnych Jego badan
z badaniami z okresu dojrzalej twérczosci. Wprowadzono pojecie intu-
icji jezykowej oraz postuzono si¢ procedurami eksplanacji i eksplikacji
celem uzyskania pomostu poznawczego mi¢dzy wspomnianymi okresami
tworczej aktywnosci Jubilata.

Profesora Jerzego Pogonowskiego znam od czaséw moich studiéw indy-
widualnych z zakresu filozofii jezyka, czyli wigcej niz 40 lat. Uczgszczatem
woéwcezas na zajecia prowadzone przez pracownikéw bylego Instytutu
Jezykoznawstwa UAM. Tam wlasnie pracowal od niedawna mtody ma-
tematyk Jerzy Pogonowski. Mialem przyjemnos$¢ podziwia¢ i z uwaga
chtonaé jego pierwsze publiczne wystapienia na forum bardzo aktyw-
nej wowczas Komisji Jezykoznawczej PTPN. Podstuchiwatem komenta-
rze plynace ze strony zasluzonych jezykoznawcéw poznanskich (gléwnie
polonistéw), w mysl ktérych ustalenia mlodego Pogonowskiego nie ko-
respondowaty z powszechna praktyka badan jezykoznawczych. ,,Bardzo
interesujacy wyktad, ale prelegent najwyraZniej nie rozumie jezykoznaw-
stwa” — to uwaga, ktéra ustyszalem po burzliwej dyskusji wokét préb
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uporzadkowania dyskursu jezykoznawczego, ktére prezentowat Jerzy Po-
gonowski. Na zarzut, ze to jest matematyka, a nie jezykoznawstwo, mtody
Jerzy Pogonowski odpowiadat z wyzszoscia, ze prawdziwa matematyka to
tez nie jest.

Chcialbym klasyfikowa¢ pierwsze proby dzialalno$ci naukowej, juz
wtedy wyrézniajacego si¢ uczonego, jako badania prowadzace do eks-
plikacji zasadniczych poje¢ semantyki jezykoznawczej (sam Jerzy Pogo-
nowski powolywal si¢ czesto na znane i chetnie czytane do dzisiaj prace
wielkiego angielskiego jezykoznawcy i semantyka Johna Lyonsa), ktdre
pdZniej uczynily Jerzego Pogonowskiego jednym z giéwnych przedstawi-
cieli szkoty poznariskiej jezykoznawstwa aksjomatycznego (por. [2]).

Pozwolitem sobie powyzej na kilka uwag natury bardziej osobiste;.
Przejde teraz do kwestii merytorycznych, nie rezygnujac zupetnie z reflek-
sji subiektywnej, gdyz przedmiotem rozwazain w niniejszej pracy chcial-
bym uczynié, obok laudacji na cze$¢ drogiego Jerzego, zagadnienia szcze-
gblnie mnie interesujace, a zwiazane z dziejami lingwistyki. Doktadniej
rzecz ujmujac, rozwaze wybrany subiektywnie najblizszy mi nurt w tych
dziejach, stanowigcy z pewnoScia niewielki fragment oceanu niestychanie
zréznicowanych i wrecz niemozliwych do ogarnigcia, trwajacych ponad
dwa tysiace lat refleksji nad jezykiem naturalnym (por. [5]).

Profesor Jerzy Pogonowski od szeregu lat w swoim bogatym zyciu na-
ukowym znajduje miejsce na rozwazania nad zagadnieniami wchodzacymi
w sktad kontekstu odkrycia w matematyce. Szereg publikacji po§wiecit in-
tuicji matematycznej. Chcialbym przyjrzeé si¢ mozliwosci ustalenia kore-
spondencji migdzy wybitnymi w skali §wiatowe] osiagni¢ciami Profesora
Pogonowskiego z zakresu aksjomatycznej lingwistyki, a podejmowanymi
w okresie dojrzatej tworczosci zagadnieniami dotyczacymi fundamen-
tow odkry¢ matematycznych, ktére tez, zdaniem wielu bardziej ode mnie
kompetentnych badaczy w zakresie podstaw myslenia matematycznego,
zajmuja wyjatkowe miejsce w skali §wiatowe;.

Znana dychotomia odrézniajaca wlasciwy nurt pracy naukowej, czyli
kontekst uzasadnienia, od przynaleznych, jak sadzono, heurystyce czy
psychologii poznania dzialaii w zakresie odkrycia naukowego wydaje si¢
w obecnej refleksji epistemologiczno-metodologicznej nad nauka nie pro-
wadzi¢ juz do umocnienia tak waznej, zwlaszcza w nurcie pozytywistycz-
nym, dychotomii miedzy wlasciwa nauka a towarzyszacym jej czynnikom
sktadajacym si¢ na szeroko rozumiane odkrycie naukowe. W ramach tego
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ostatniego rozwazano rol¢ zalozen filozoficznych, czynnikéw psycholo-
gicznych lub socjologicznych majacych razem wplyw na indywidualne
predyspozycje i mozliwosci twércze naukowcéw. Z punktu widzenia kon-
tekstu uzasadnienia wazne bylo ustalenie pozycji dziatai badaczy (juz nie
naukowcow) lub rezultatow badari w konteks$cie zastanej sytuacji w da-
nej dyscyplinie nauki. Panowato przekonanie, zgodnie z ktérym w nauce
mozna bedzie w przysziosci ograniczy¢ si¢ do mechanicznego stosowa-
nia okre§lonych procedur (np. dowodzenia w naukach formalnych lub
sprawdzania hipotez w naukach empirycznych), ktére beda mogly by¢
podejmowane przez sztuczng inteligencje i wlasciwie przeprowadzone
zagwarantujg staly postep w zakresie wiedzy naukowej. Perspektywa fi-
lozoficzna, intuicyjne poznanie, wreszcie wyjatkowe predyspozycje psy-
chologiczne lub szczegdlne okolicznosci socjologiczne towarzyszace od-
kryciom naukowym wydawaly si¢ nieistotne z punktu widzenia celu badan
naukowych, jakim uczyniono efektywnos¢ technologiczna dyrektywalnych
konsekwencji twierdzen ustalanych przez nauke (juz nie naukowcéw, tylko
badaczy mechanicznie stosujacych odpowiednie procedury). Problem ka-
pryS$nych geniuszy wydawal si¢ rozwigzany. Juz nie genialne odkrycia
decydowaly o postepie nauki, lecz mréwcza praca tysiecy badaczy.

W tym kontekscie chcialbym zauwazy¢, ze badania profesora Pogonow-
skiego w dojrzalym okresie jego tworczoSci sa naturalng konsekwencja
préb eksplikacji poje¢ lingwistycznych, a przede wszystkim roli i znacze-
nia poznania intuicyjnego, ktére tak znakomicie opisal Jerzy Pogonowski
w ostatniej czesci niedawno wydanej pracy o aksjomatach ekstremalnych.

A oto cytat z mniej technicznej i znacznie wczesniejszej pracy:

Gdzie widoczna jest intuicja matematyczna w dziataniu? Po pierwsze, w aksjo-
matach teorii matematycznych — sa one wszak przyjmowane na wiare, bez uza-
sadnienia dowodem. Trzeba pamigtaé, ze droga do aksjomatycznego ujecia danej
dyscypliny matematycznej moze by¢ diuga, bywa ono poprzedzone kumulacja
wiedzy o obiektach tej dyscypliny. Po drugie, intuicja przejawia si¢ w prak-
tyce badawczej matematykow: stawianie hipotez, przeprowadzanie konstrukcji,
uogdlnianie, odwolywanie si¢ do analogii — wszystkie te czynno$ci motywowane
s nie tylko juz uzyskana wiedza, lecz takze Zywionymi przekonaniami intu-
icyjnymi. Dowodzenie jest potwierdzaniem intuicji. Po trzecie, wykorzystujemy
odwotania do intuicji w dydaktyce matematyki, gdy np. za pomoca rysunkow,
obrazowych skojarzeni, wskazéwek indukcyjnych lub powotfari si¢ na analogie
wspomagamy rozumienie dowodéw oraz konstrukcji [14, s. 107].

Intuicja w jezykoznawstwie to przede wszystkim przedmiot dziatan eks-
planacyjnych lub eksplikacyjnych. I to jest kontekst uzasadnienia. Mozna

173



Wiadystaw Zabrocki

intuicje jezykowe wyjasniaé, na przyktad przy pomocy stosownych hipotez
natywistycznych, badZ mozna je precyzowac i kodyfikowa¢ przy pomocy
Srodkéw formalnych lub na przyktad wybranego jezyka naturalistycznego,
jakim jest niewatpliwie jezyk wspodtczesnej biologii.

Osobny problem stanowig intuicje jezykoznawcze obecne na przyktad
w tzw. tradycyjnym jezykoznawstwie. Byly one przedmiotem formalne;j
eksplikacji w lingwistyce Chomsky’ego. Stad czgsta diagnoza, powszechna
zwlaszcza wsréd starszych lingwistéw w II polowie XX wieku o tym,
ze Chomsky zadnych nowych faktéw nie podaje. Niewatpliwie wyniki
wspomnianej dzialalno$ci eksplikacyjnej Chomsky’ego to nadal kontekst
uzasadnienia.

Intuicje lezace u podstaw proponowanych hipotez jezykoznawczych to
jednak takze kontekst odkrycia. I tutaj mozna znaleZ¢ miejsce dla sytuacji,
ktdra czesto opisywal Jerzy Banczerowski, wspomniana juz wielka postaé
w poznariskiej szkole lingwistyki aksjomatycznej. Opowiadat on o tym,
Ze na pytanie, skad czerpie inspiracje do formutowanych w swoich licz-
nych pracach aksjomatéw, wyrazal poglad, ze to jest kwestia natchnienia
i jakby pomysly przychodzily do niego z zewnatrz, a on je tylko notowat.
Odpowiada to §wietnie koncepcji intuicji tworczej opisanej w pracy Kah-
nemana [11] i rozwijanej przez badaczy podstaw Swiadomos$ci prawniczej
[6]. Nie bez przyczyny prof. Baiczerowski inicjowal na UAM badania
legilingwistyczne.

Warto zaznaczyé, ze tak jak prof. Pogonowski jest wybitnym uczniem
prof. Bariczerowskiego i wspéttworca poznariskiej szkoty jezykoznawstwa
aksjomatycznego, tak dla obu niekwestionowanym mistrzem pozostaje
prof. Tadeusz Batdg, od ktérego prac wszystko w zakresie tej poznariskiej
szkoly si¢ zaczeto (przede wszystkim por. [3]).

Moim zdaniem, nurt aksjomatyzacyjny w jezykoznawstwie to rodzaj
autostrady prowadzacej do realizacji celéw eksplikacyjnych. Obok auto-
strady do tego samego celu moze prowadzi¢ wiele drég o mniejszej skali
wyrafinowania poznawczego lub zgota innej natury (na przyktad odmiany
poznawcze korytarzy powietrznych lub traktéw wodnych). Oddalajac si¢ od
gruntu metaforycznego, chcialbym wskaza¢ na jeden konkretny przyklad.
Lingwistyke mozna eksplikowac nie tylko na gruncie formalnym, ale takze
przy uzyciu jezyka biologii czy fizyki jako jezyka zewnetrznego. Przyktad
moze stanowi¢ wspdlczesna biolingwistyka lub szeroki nurt w fonetyce
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strukturalnej rozwijany w potowie XX wieku, a wykorzystujacy fizyke
akustyczng.

Od czasu rewolucji generatywistycznej, ktéra zapoczatkowata, moim
zdaniem, opublikowana w 1959 roku recenzja Chomsky’ego [7] z pracy
B. Skinnera [17], zasadnicza procedura rozwijana w jezykoznawstwie stata
si¢ procedura wyjasniania (eksplanacji). Czas na powrét do eksplikacji miat
nadej$¢ wiasnie w ramach rozbudowujacych si¢ obecnie wspomnianych
wyzej badan biolingwistycznych. Nie zaliczam do tych badar znanej pracy
Lenneberga [13], ktéra byta po§wigcona biologicznym uwarunkowaniom
jezyka naturalnego nie zastgpujac dociekari stricte jezykoznawczych. Cho-
dzi o nurt redukujacy badania lingwistyczne do tych, ktére daja si¢ wyrazié
w jezyku wspdtczesnej biologii i stanowig wstep do przyszitej przyrodo-
znawczej, wyjasniajacej nauki o jezyku, badZ pozostajagc w nurcie badan
humanistycznych przyczyniaja si¢ do lepszego spelniania funkcji perswa-
zyjnej lingwistyki humanistycznej. To ostanie wiaze si¢ z metaforycznym
uzyciem jezyka biologii.

Nawiasem méwigc, metafory biologiczne sa przedmiotem krytycznej
refleksji prowadzonej w ramach postmodernistycznych nurtow lingwistyki
humanistycznej, gdzie traktuje si¢ je jako przeszkody na drodze do re-
wolucyjnego uzycia jezyka, traktowanego jako narzedzie uzyskane po od-
powiedniej modyfikacji zastanej rzeczywistoSci jezykowej, a uzywanego
w celu walki z réznymi rodzajami zniewolenia (por. np. jezykoznawstwo
feministyczne lub krytyczna analiza dyskursu). Z kolei w ekolingwistyce
tez chodzi o cele rewolucyjne, ale osiagane przy pomocy innego typu
metafor biologicznych niz w ramach biolingwistyki, ktéra koresponduje
z wynikami ostatniej, minimalistycznej odmiany jezykoznawstwa genera-
tywistycznego.

Chciatbym teraz zada¢ pytanie: czy mozna uprawia¢ humanistyke zgod-
nie z naturalistycznie rozumianymi procedurami naukowymi i nie reduko-
wac jej do nauk przyrodniczych (biologii, fizyki) lub formalnych (matema-
tyki, logiki)?

Zaczng od prostego (obiegowego — por. [12]), wyliczenia rodzajéw na-
uki wyodrebnionych wedtug kryterium ontologicznego. Im bardziej abs-
trakcyjny przedmiot badan, tym bardziej proste i fatwiej dajace si¢ przedsta-
wi¢ w aparacie pojeciowym teorii systemow struktury: logika, matematyka,
fizyka, biologia, jezykoznawstwo i literaturoznawstwo. W epistemologicz-
nej interpretacji Jerzego Kmity zwraca si¢ uwage na stopiefi dedukcyjnego
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uporzadkowania twierdzen danej nauki — najwickszy w logice, najmniejszy
w literaturoznawstwie. Chodzi o systematyzacje przeprowadzona w opar-
ciu o stosowng, przechodnia relacje nieodréznialnosci ze wzgledu na od-
powiedni czesSciowy porzadek.

Potraktujmy psychologie i socjologi¢ jako nauki parasolowe. W XIX
wieku tatwo bylo wyodrebni¢ przedmiot badan tych dziedzin wiedzy. W ter-
minologii Hegla to bytby zapewne duch subiektywny i duch obiektywny
Iub dusze indywidualne i dusza zbiorowa. Dzisiaj trudno méwic o takich
rozstrzygnieciach ze wzgledu na role psychologii i socjologii w kogni-
tywnym paradygmacie. Nie bedzie to przedmiotem dalszej refleksji (por.
uwagi rozbudowujace ten watek w [18]).

Wyréznijmy nauki empiryczne i formalne, dalej nauki przyrodnicze
i humanistyczne. W obydwu przypadkach mozna potraktowaé wyréznione
cztony zaproponowanych podziatéw jako klasy abstrakcji od przechodniej
relacji nieodréznialnos$ci ze wzgledu na czgdciowy porzadek okreslony na
zbiorze stanowigcym calo$ciowo ujety przedmiot badain wspomnianych
nauk. To bedzie podzial wedlug kryterium ontologicznego.

Jezykoznawstwo w tym podziale jest nauka humanistyczng mocno
zaangazowang w procedury stuzgce dedukcyjnemu porzadkowaniu twier-
dzen (np. procedure aksjomatyzacji — por. [2]).

Redukcja jezykoznawstwa do biologii, do fizyki, do matematyki i wresz-
cie do logiki jest programem moze i atrakcyjnym poznawczo, ale praktycz-
nie niewykonalnym. Nie bede rozwijat argumentacji, kt6ra tatwo prowadzi¢
w wielu kierunkach zaleznych od przyjecia stosownych zalozein ontologicz-
nych.

Jezyk to zesp6t przekonan normatywnych i dyrektywnych oraz ograni-
czen na nie nalozonych, zgodnie z ktérymi zachodza stosunkowo niewielkie
mozliwos$ci w zakresie zmiennoSci historycznej (wbrew pozornie nieogra-
niczonej réznorodnosci jezykéw etnicznych), ze wzgledu na koniecznos¢
akwizycyjnosci czy respektowalnosci tych przekonar. Jest to niezbedne,
aby zapewniC realizacj¢ sens6w (celéw najbardziej preferowanych) tych
czynnosci. Do warunkéw respektowalnosci oraz akwizycyjnosci mamy
dostep intuicyjny. Stad obecnos¢ jezykowych intuicji spotecznych (norma-
tywnych) i intuicji uniwersalnych (natywistycznie motywowanych). Intu-
icje ksztaltowane sg przez bodZce zewn¢trzne i wewn¢trzny mechanizm
selekcji i moga by¢ przedmiotem eksplanacji badZ eksplikacji (por. [19]).
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Warto na koniec wspomnie¢ o zaproponowanym przez Jerzego Pogo-

nowskiego kontekscie przekazu [15]. I tutaj eksplikacja termindéw i twier-
dzefi jezykoznawczych jest tak samo uzyteczna jak eksplikacja wyrazanych
w intuicyjny sposéb twierdzen matematycznych.
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Commemorationes
Professori Georgio Pogonowski
Septuagenario Oblatae

Alfred F. Majewicz

3a daavio 0anb. .., 4 MAM C8OA, UHAT 0ANb
(Anexcannp Tpudonosuu Taprosckuii)
Ad multos annos, Georgi amice

Zaszczytne zaproszenie do udzialu w uczczeniu pigknego jubileuszu
pana profesora Jerzego Pogonowskiego stosownym i naleznym mu Fest-
schriftem zdobila tak cenna w $wiecie akademickim deklaracja maksy-
malnej otwartosci: ,,tematyka dowolna — tekst moze by¢ naukowy, ale tez
okoliczno$ciowy”. Nie zawsze oczywista oczywisto§¢ moznosci pogodze-
nia tych cech byla (zamierzonym?) dzialaniem skutecznie zwyci¢zajacym
wlasciwa! emerytowanemu akademikowi pokuse¢ okraszonego lawing wia-
rygodnych powodéw wymigania si¢ od responsu pozytywnego na tak sfor-
mutowany pozew. Cenigcy Warto$ci Jubilat dal tu piszacemu na te oko-
liczno$¢ nie jedynie dobry przykiad nie tylko uczenia si¢, ale i uczenia

Alfred F. Majewicz e-mail: majewicz@amu.edu.pl
International Institute of Ethnolinguistic and Oriental Studies, PL-62-060 Steszew

1 Zagranicznych kolezanek, kolegéw, wspotpracownikéw i inne kontakty po ich przej-
$ciu na (z reguly na pewno) zastuzone emerytury mieni si¢ nacechowanymi szcze-
gblnym szacunkiem specjalnymi prawnie sankcjonowanymi tytufami jak np. ¢honorary
professor), (mouérusritu npodeccop lub (od 1804 roku!) sacayzxennstit mpodeccop),
&EHIR jap. mejo kyaju, chif. mingyii jidoshou, itp., bedacymi odpowiednikami tacin-
skiego Professor Emeritus nie bedacego odpowiednikiem faktycznie dyskryminujacego
i z szacunku odzierajacego rodzimego tworu (emerytowany profesor) (emeryt to
w slangu derogatyw na pograniczu obelgi, np. w transporcie drogowym).
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(vide Pogonowski 2016), a Jego zaplanowane i wyjawione przezen z tego
powodu marzenie sprawienia adresatowi ,,nieco uciechy” (ibid., p. 295)
ziscilo si¢ z naddatkiem.

Autor niniejszych okoliczno$ciowych wynurzeni znalazt si¢ w 19-oso-
bowej grupie zatozycielskiej Instytutu Jezykoznawstwa UAM, powotanego
oficjalnie do zycia z dniem 1 paZdziernika 1973 roku?, jako jedyny asy-
stent (bez etapu asystenta stazysty). Jerzy Pogonowski dotaczyt do kadry
juz wiekszej w roku 1975 i zaskakujaco szybko dowiddt, ze ten matema-
tyczny logik byt w stanie zaskakujgco szybko opanowac arkany lingwistyki
(w druga stron¢ to nie za bardzo szto).

W warunkach ,,demokracji ludowej” instytucja nadzwyczaj skutecznie
realizowata swoje zdecydowanie na 6w czas ,,nierealistyczne” plany roz-
wojowe, stajac si¢ rozbudowana struktura organizacyjna z kadra 44 oséb
zatrudniona w pi¢ciu Zaktadach badawczych juz w roku 1983 (stan z 1 lu-
tego, Pogonowski jest wtedy juz docentem, piszacy to — adiunktem, cf.
Dziesiec lat Instytutu . . . 1983:4-7), z czasem takze ch¢tnie odwiedzanym
»miejscem spotkan lingwistow z duzymi nazwiskami ze Wschodu i Za-
chodu”. Od 1981 Instytut zaczyna niskonaktadowo publikowaé (w trzech
seriach ,,Working Papers”, ,,Occasional Papers”, ,,Practical Aids” i poza-
seryjnie informatory dokumentujace dziatalno$¢ instytucji i jej wyniki)
wydawnictwa wlasne — docent Pogonowski, ktéry byt jednym z dwéch
inicjatoréw tej dzialalnoS$ci, w ich ramach ogtosit kilka prac, kilka innych
byto wynikami uzyskanymi przez jego asystentéw. Do korica dziatalno$ci
Instytutu wydano blisko setki tytuléw, do niektérych wrécimy nize;j.

Z poczatkiem czerwca 1987, po licznych zmianach, Instytut dyspo-
nowat kadra 60 pracownikéw i siedmioma Zaktadami oraz zatrudniajaca
cztery wykwalifikowane osoby rosnaca ustawicznie Biblioteka Instytutu
(ta byla od poczatku). Zmiany owe to przede wszystkim usamodzielnie-
nie si¢ (wyjScie poza Instytut) dwéch Zakladéw, bolesna strata dwoéch
profesoréw, utworzenie nowych Zaktadéw i — poczynajac od roku akade-
mickiego 1986/1987 — nab6r wlasnych studentéw na kolejno uruchamiane
kierunki studiéw: informacja naukowa, japonistyka, wkrétce potem sino-

2 Jesli pamiec nie zawodzi, formalny dokument w tej sprawie nosit datg z poczatku roku
nastepnego z ,,dzialaniem wstecznym”; Instytut i w nim autor tekstu funkcjonowali od
daty wskazanej.
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logia, lituanistyka i arabistyka3, umozliwiony poprzez utworzenie Zaktadu
Baltologii, a przede wszystkim (1 grudnia 1987) kadrowo dominujacego
(22 pracownikéw, w tym 11 zagranicznych) Zaktadu Jezykéw Azji i Afryki
(ZJAA). Wszystko to dramatycznie umocnifo pozycje Instytutu nie tylko
w kraju, ale i poza jego granicami i umozliwilo uczestnictwo w istotnych
miedzynarodowych projektach badawczych, jak i wymiang akademicka na
coraz szerszg skale. Docent Pogonowski zostal wicedyrektorem calosci
i kierownikiem Zaktadu Jezykoznawstwa Stosowanego i Informacji Na-
ukowej, piszacy ten tekst — kierownikiem ZJAA. W 1990 roku Instytut
wydal m.in. ponadstustronnicowy ilustrowany informator na swdj jubile-
usz 15-lecia (Majewicz 1990) oraz drugi z kolei juz fascykul biuletynu
informacyjnego ZJAA. Ta ostatnia (nomen omen) informacja jest istotna
7 uwagi na zlowrogi czton tytulu trzeciego i ostatniego fascykulu tego
biuletynu (Wicherkiewicz 1994).

Tu méwnice oddajmy Kronice UAM (1996:241): ,,po wyborach prze-
prowadzonych na plenarnym zebraniu wszystkich pracownikéw Instytutu
Jezykoznawstwa wyloniono dyrekcje tego Instytutu w sktadzie: doc. dr
hab. Alfred F. Majewicz — dyrektor, doc. dr hab. Michat Hasiuk i doc. dr
hab. Jerzy Pogonowski — wicedyrektorzy. Po takim wyborze w Instytucie
doszto do powaznego konfliktu personalnego, ktérego nie udato si¢ zaze-
gna¢ mimo mediacji Jego Magnificencji Rektora J. Fedorowskiego oraz
jego petnomocnikéw. Po wielu dyskusjach i prébach znalezienia kompro-
misu Rada Instytutu Jezykoznawstwa postanowita dokona¢ podziatu tego
Instytutu na dwie katedry: Katedre Jezykoznawstwa Ogolnego i Stoso-
wanego oraz Katedre Jezykoznawstwa Poréwnawczego i Orientalnego”
(Zgotka 1996:241, kursywa afm.). Dla porzadku: kandydat w tym takim
wyborze byl jeden — 1 to nie ten, ktéry zostal w takim wyborze ,,wytoniony”.
Temu potem ,,wytonionemu” wperswadowano, przy ogromnym jego opo-
rze, zgode na kandydowanie gwoli przydania pierwszym — i ostatnim —
Jjedynym historycznym w pelni demokratycznym wyborom na stanowi-
ska akademickie choéby cienia blasku. Kandydata, ktéry ,,nie miat z kim
przegra¢”, pokonalo jego wlasne ,,przedwyborcze przeméwienie”, a samo
,wylonienie” tego, co si¢ wylonito, dokonato si¢ przewaga liczebnie az
nadto wyrazng. Kandydature ,,wylonionego” w takim wyborze przedlozyt
»zebraniu wszystkich wyborcéw” docent Pogonowski, ktéry w plomien-

3 Przez cale pig¢ lat prowadzony byl tez ,,ustugowo” przyjety jednorazowo rocznik
studentéw bibliotekoznawstwa, piszacy ten tekst prowadzit seminaria z bibliografii.
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nej mowie przedstawit przede wszystkim widziane jego oczami zalety obu
kandydatow. ,,Wyltoniony” juz ,,w sytuacji powaznego konfliktu” podat si¢
do dymisji bezdyskusyjnie i natychmiast, ale poszukujacy kompromisu
mediatorzy nie o takie Polskie walczyli. W rezultacie ,,wyloniony” po-
czytywaé moze sobie swobodnie i z duza satysfakcja tak niespodziana,
a duma napawajaca, ozdobe swojej biografii, jaka jest i juz na zawsze po-
zostanie prawdziwe i uczciwe bycie wytonionym w historycznych jedynych
bezposrednich i powszechnych wyborach na stanowiska uniwersyteckie.
Piszacy ten tekst jest jednoczes$nie — i od zawsze byl — kategorycznie prze-
ciwny tak mechanicznym ,,wyborom”, jak i ,,demokracji” w srodowiskach
tworczych, przede wszystkim wigc w Nauce czy Sztuce. Na stanowisku
dyrektora skazanej juz instytucji zmuszony byt przetrwaé caly jeszcze rok
— 1 byl to dla wielu rok dobry i twérczo ptodny, przede wszystkim jednak
bardzo pouczajacy i hartujacy.

Audietur et altera pars: w przedstowiu do wyzej wspomnianego trze-
ciego i ostatniego fascykutu biuletynu ZJAA czytamy: ,,For reasons that
went far beyond the academic work and principles, the Institute of Lingu-
istics [...] a part of which was the Department ceased to exist in 1991
[...]. The Department became part of the newly founded Chair of Compa-
rative Linguistic and Oriental Studies and [. .. ] continued its activities in
spite of very unfavorable conditions for it created by authorities of the Fa-
culty (the Dean functioned simultaneously as the Chairperson of the other
Chair — and we were to feel it every day — very painfully)” (Wicherkiewicz
1994:1).

ZJAA ipdzniejsze kilka jego wcielen doprowadzity do stworzenia i usta-
bilizowania pierwszego na terenach polskich na zachéd od Wisty liczacego
sie akademickiego oSrodka orientalistycznego aktualnie pod szyldem In-
stytut Orientalistyki UAM, natomiast pr6zno na Wydziale Neofilologii
tego Uniwersytetu szuka¢ dzi$ Instytutu Jezykoznawstwa. Jerzego Pogo-
nowskiego zreszta tez. Nie ma zlego. . ., ale i...troch¢ szkoda. Sapienti
sat. Przechodzac ,,na swoje”, sam ZJAA niejako w wianie zasilit nowa
Katedre4, juz z (orientalistyka) w nazwie, 51 swoich pracownikéw, w tym
18 pracownikéw zagranicznych (cf. Wicherkiewicz 1994:4-6). Byla to

4 W ktorej przetrwal do jej reorganizacji w roku 1994. O meandrach rozwojowych
poznanskiej orientalistyki tego okresu zob. Jankowski 2007:140-6. ZJAA i potem In-
stytut Orientalistyczny wydawaly wlasne czasopismo LOSP (w dwéch seriach wydano
17 toméw); w przedmowach do poszczeg6lnych tomow i artykutach w nich przewija
sig¢ motyw loséw instytucji je firmujacych.
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jednak kadra mtoda, niedostatecznie utytutowana, profesorowie goscinni
w liczbie trzech ,.si¢ nie liczyli”, dlatego az (moze raczej tylko) péitorej
dekady przyszio czekaé — bardzo aktywnie, przede wszystkim przez wy-
niki badawcze przekladajace si¢ na akademickie awanse — na podniesienie
Katedry do rangi Instytutu Orientalistycznego 1 maja 2005. Historia owej
drugiej Katedry miata przebieg zgota odmienny>.

Z Dostojnym Jubilatem, dla piszacego tekst — z Jerzym, tacza si¢ lata
przyjacielskiej znajomosci, chyba setki przegadanych godzin, jedna wy-
prawa na ,,badania terenowe” do ,,naszych” Tataréw w Kruszynianach i nad
graniczna Swistocz przy okazji L (tez tedy okragtojubieluszowego) Zjazdu
Polskiego Towarzystwa Jezykoznawczego w Bialymstoku w 1992 roku®,
a nawet wspdlna préba jednoczesnego ,,poratowania zdrowia” (z momen-
tami i$cie groteskowymi) czy wspdétautorstwo przynajmniej dwéch oglo-
szonych drukiem prac. Osobng kategorie wiezi trzeba tu stworzy¢ jednak
dla doSwiadczeni zaiste traumatycznych, burzacych porzadek Swiata.

13 grudnia 1981 w samym Srodku mroZnej sobotnio-niedzielnej nocy
samozwariczy, kaduczym prawem nadrze¢dny wobec konstytucyjnych wiadz
panstwa (jakimkolwiek by ono byto), niekonstytucyjny organ nie wiadomo
czego ,,wprowadzit” cichcem (powyrywali kabelki z gniazdek w studiach
radiowych) ,,w celu zapewnienia spokoju, fadu i porzadku publicznego

5 Ze wzgledéw oczywistych osiagnigcie jej stanu kadrowego pozwalajace na takg sama
aprecjacje rangi nastapilo btyskawicznie, acz nie bez tar¢: zdotano powstrzymac ,,in mid
1994 a disgusting attempt to steal from us the rights to the succession of former name [i.e.
(Instytut Jezykoznawstwa)] in spite of the fact that our contribution to its scholarly and
educational output was cosiderable and doubtlessly constituted an important part of our
intellectual property” (afm w Wicherkiewicz 1994:1); nowy instytut w latach 1994-2000
nosil nazwe (Instytut Lingwistyki); powtdrnie nazwany Instytutem Jezykoznawstwa
przestat istnie¢ z dniem 20 lipca 2018. Instytut Orientalistyczny w swojej debiutanckiej
edycji tez nie umknat przed ,,zniesieniem” z koricem marca 2008, ale po epoce (Katedry
Orientalistyki) jak ten ,feniks z popiotéw” (czy gniezdnych mar) wytonit si¢ w nowej
,.strukturze organizacyjnej Wydziatu Neofilologii” jako Instytut Orientalistyki 1 stycznia
2020 wraz z Instytutem Etnolingwistyki oraz dwiema samodzielnymi Katedrami —
Metodyki Lingwistyki i Skandynawistyki.

¢ To wazne o tyle, ze piszacy lata spedzil na badaniach terenowych od Afryki i Farerow
poprzez Syberig, Mongoli¢, Syjam, Koreg, Ryukyu, Japonig, Chiny, po Sachalin i Tajwan
— 1 moglby nie zachowa¢ w pamiegci takiej maleriskiej wypraweczki, nie pierwszej
ani jedynej, nad Swistocz (w dniu pisania — do zrealizowania niemozliwej z powodu
kolejnego w kraju stanu nadzwyczajnego), faktycznie ,,urwania si¢ na wagary” —a jednak
nie!
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oraz umocnienia dyscypliny spotecznej” stan wojenny na calym teryto-
rium ,,umitowanego kraju”, o czym po §wicie juz objawity w imieniu z ko-
lei ,,wron”” drewnianym glosem smutny telewizor w ciemnych okularach
i rozkleiwane po czym si¢ dalo ,,Obwieszczenia” plakatowego formatu.

Stan 6w, poza wprowadzeniem siebie, wyprowadzil na ulice czolgi?,
pozamykal, co tylko si¢ dato i wszczat polowanie nie tylko na tych co sobie
chcieli wzig¢ ,,Obwieszczenie” na historyczna pamiatke, ale podle spiséw.
Na tych spisach byli takze ,,uniwersyteccy”, ktdérzy trafiali, albo mogli tra-
fi¢, do ,,internatow”. W Kronice UAM za lata akademickie 1981—-1984
wydanej dopiero w roku 1997 (!) czytamy, ze ,,rygory” tego stanu ,,za-
sadniczo ograniczyly wszystkie rodzaje aktywnos$ci akademickiej. Zajecia
dydaktyczne zostaly zawieszone. [. .. ] Zamkniete zostaty wszystkie domy
studenckie [...]. Znacznemu ograniczeniu ulegta dziatalno$§¢ naukowa
Uczelni. [...] wprowadzono obowigzek kontroli dokumentéw tozsamo-
Sci wszystkich [...] wchodzacych na teren Uniwersytetu oraz zalecono
ograniczenie pracy w gmachach UAM do niezbednego minimum [...].
Bez specjalnego pozwolenia wladz nie mozna bylto organizowaé zadnych
posiedzen [...]. wielu pracownikéw dydaktycznych i studentéw UAM
przebywato w obozach internowania i nic nie wskazywato na ich rychte
uwolnienie. [...] Rektor wzywany byl parokrotnie [...]" ad Corvum in
tapete (s. 36, cytowane fragmenty pochodza od tegoz rektora).

Pierwsza naszg obopdlng z Jerzym reakcja byla domowa wizyta solacii
atque consilii causa u madrego profesora z charyzma, ogromng wiedza
i naprawde ci¢zkimi do§wiadczeniami losowymi. MieliSmy tez szcze¢scie,
juz jako cata spotecznos¢ Instytutu Jezykoznawstwa, by¢ przeprowadzo-
nymi przez najtrudniejszy okres tej ,,wojny”’® rozwaznym, zdystansowa-
nym, pan-zyczliwym i bezpiecznym rzadzeniem naszego dyrektora profe-
sora Michata Hasiuka.

Gdy tylko nadszedt okres oswajania w wymiarze indywidualnym uzna-
nego po latach oficjalnie za przestepczy stanu wojny, profesor Pogonowski

7 Nazwa gatunkowa Corvus corone corone (sic!). Swistocz graniczna, dyscyplina spo-
feczna, stan nadzwyczajny, wojenny, wrona corona i wirus corona — déja vu. Pisali to
z duzych liter.

8 Swiatowa kariere zrobito i uniesmiertelnilo si¢ pewne zdjecie z Warszawy ukazujace
Czas Apokalipsy z kinem ,,Moskwa” w tle.

9 Ktéra w ujeciu Dziekana Neofilologii ,,praktycznie sparalizowata zycie Wydziatu we
wszystkich zakresach” (tenze tom, s. 156). Kroniki UAM za lata 1981-1987 wydane
w latach 1997-1999 rozczarowuja — i to jest eufemizm.
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i autor tego wspomnienia wystapili do Dyrektora Instytutu z prosba o za-
wnioskowanie do wladz o wyzej wspomniane ,,specjalne pozwolenie” na
zwolanie i odbycie formalnie zabronionego zebrania naukowego Instytutu,
koniecznego i niecierpiacego zwloki, naszym zdaniem, z uwagi na szcze-
gdblnie wielka dla Nauki doniosto$¢ poczynionego odkrycia.

Czas tu na nieduza osobistg retrospekcje. Autor tego tekstu studiowat
w instytucji umozliwiajacej dostep do wynikéw badawczych uzyskiwa-
nych przez uznawanych za czotowych w §wiecie uczonych, przede wszyst-
kim amerykanskich, w zakresie jezykoznawstwa, a nawet do osobistego
bezposredniego uczestnictwa w goscinnych wyktadach niektérych z nich
w macierzystej uczelni, poznajac rudymenty dyscypliny w epoce domina-
cji nurtu gramatyki transformacyjno-generatywnej, Noama Chomsky’ego
i jego Aspects of the Theory of Syntax (1965), Emona Bacha i jego In-
troduction to Transformational grammars (1964), Rodericka A. Jacobsa
i Petera S. Rosenbauma i ich English Transformational Grammar (1968),
Owena Thomasa Transformational Grammar and the Teacher of English
(1965, to byt podstawowy wtedy i tam podre¢cznik), Andreasa Koutsudasa
Writing Transformational Grammars (1966), Zelliga Sabbetaia Harrisa,
D. Terence’a Langendoena, George’a Lakoffa, glebokich i powierzchow-
nych struktur i pogoni za odkrywaniem jezykowych uniwersaliow °. Epoke
charakteryzowala tez mantra fake example from any language, take from
English! pomimo proliferacji tworzonych w tym duchu gramatyk trans-
formacyjnych jezykéw tak odmiennych jak turecki (Meskill 1970), taj-
ski (Warotamasikkhadit 1972), chiriski (Rand 1969), czy japoriski (Inoue
1969). Teza byla uporczywie jakby za tym, Ze struktura gleboka jest jedna
i taka sama dla ,,wielu” lub nawet ,,wszystkich” jezyk6éw, a réznorodnos¢
miata by¢ tylko na powierzchni, jedna i ta sama struktura gleboka miata
si¢ realizowac réznorodnie.

Swiadomos$¢ ogromu zréznicowania struktur poszczegélnych jezykéw
istniala od przynajmniej zaproponowania przez Humboldta (1836) ich ty-
pologii (klasyfikacji ze wzgledu na stopieii zwarto$ci grup — lub czlo-
néw — syntaktycznych) i rosta w miar¢ postgpu w poznawaniu i ich,
i Swiata. Jednakze znikoma byla §wiadomos¢, ze niezadokumentowanymi

10 Bardziej szczegétowych opiséw bibliograficznych przywotan z tego fragmentu nie
uznano tutaj za niezbedne.
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wystarczajaco!! do wnioskowania na temat i struktur tak powierzchnio-
wych jak i glebokich czy ,,uniwersaliow” w tym zakresie w dalszym ciagu
pozostawalo. .. 95% jezykéw Swiata (sposréd okoto 7000~7500 etno-
lektéw mogacych mie¢ status odrebnych samodzielnych jezykéw). Teza
o wspélnej strukturze glebokiej dla réznych jezykéw moglaby dotyczyc
wigc najwyzej tych 5% jezykow dostatecznie opisanych, a to préba za
mata do spekulowania o uniwersaliach.

Owe uniwersalia i struktury glebokie, ale szczegdlnie te powierzch-
niowe, byly frapujace i zainspirowaly u piszacego tu nigdy niepubliko-
wane'? elukubracje w niedokoriczonym studenckim eseju zaetykietowa-
nym ,,The degree of universality of linguistic universals (towards a uni-
versal grammar?)”, a dyplomowa praca (1973, 21990) wieficzaca szes¢ lat
studiowania poréwnywata ,struktury fraz werbalnych w angielskim, wy-
branych indoeuropejskich i nieindoeuropejskich” (japoriskim, chifiskim,
swabhili i okoto 35 innych) jezykach. Niebotycznie u autora poszybowata
fascynacja tak osobiscie doSwiadczona wieloScig i rozmaitoScia struktur
jezykowych odzwierciedlajacych jednoczes$nie wielo$¢ i rozmaito$¢ spo-
sobéw mysSlenia, zachowati, etykiet, kultur, chylkiem zaznaczyta swoja
obecnos$¢ mysl heretycka: a moze r6znorodno$¢ poznanych struktur po-
wierzchniowych jest emanacja mozliwie jeszcze wigkszej réznorodnosci
struktur glebokich. . .

Materiatu do poznawania i wyodrebniania nowych zjawisk i zalezno-
Sci, podobienistw i réznic, kwestionowania ustalonych i ustalania nowych
prawidtowosci” 13 itp., zaczal dostarczaé przede wszystkim niezwykle in-
tensywny rozwdj badan terenowych wynikajacy z u§wiadomienia, ze ponad
potowie jezykéw Swiata grozi w kilku nastepnych dekadach praktycznie
nieuchronne wymarcie, a niemal wszystkie jezyki zagrozone i silnie zagro-
zone to jednoczesnie jezyki bez dokumentacji, znowu w przewadze jakiej-

11 To oznacza istnienie duzych stownikéw z jezyka i na jezyk oraz jednojezycznych, ob-
szernej (reference ~ comprehensive) gramatyki, tekstow oraz podrecznikéw (szkolnych
i do nauki jako obcego) dla kazdego etnolektu uwazanego za jezyk udokumentowany —
liczba tak udokumentowanych jezykéw z pewnoscia nie przekraczata 350~375.

12 Jako calo$¢ i w oryginalnej formie; fragmenty byly wykorzystane w péZniejszych
pismach, szczegdlnie w Majewicz 1989:177-239 i w recenzjach licznych dokumentacji
jezykow przed ich sporzadzeniem nieudokumentowanych.

13 Np. ,,wykluczony” O-S-V i ,rzadki” O-V-S szyki zdania okazaly si¢ by¢ typowymi
w jezykach amazonskich. Zob. Derbyshire & Pullum, szczegélnie 1986:1-4, 11, 16-9.
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kolwiek, oraz z imperatywu ocalenia z tego mozliwie najwickszej czesci.
Dzigki temu do — nie tak licznych wérdéd jezykoznawcéw — specjalistéw od
typologii jezykowej w ostatnich dekadach trafily i trafiaja dziesiatki gra-
matyk czy stownikéw jezykéw dotychczas nieopisanych, a czotowe domy
wydawnicze inicjuja w tym celu cate biblioteki®s.

Profesor Pogonowski od poczatku ,,stanu wojennego” byt mocno i z od-
waga zaangazowany w pomoc ofiarom tego ,,stanu” spo$réd pracowni-
kéw UAM w ramach specjalnej sankcjonowanej wiadza rektorska komisji
(nazywano to ,,wyciaganiem”), a takze w dziatalno§¢ w NSZZ Solidar-
no$¢ przy UAM (cf. Mikotajczak 2005:31-32), cho¢ pdZniej, przy innej
okazji, uzyl argumentu (jak najstuszniejszego), ze nie kazdy rodzi si¢ bo-
haterem (tym bardziej szacunek budzi to pierwsze). Czyli z wroniego
punktu widzenia Pogonowski knut przeciwko ,,wojnie” od poczatku jej
prowadzenia. Ale duzo tez wtedySmy rozmawiali, takze o sprawach ,,waz-
nych” — jak np. o jezykoznawstwie, jezykowych strukturach czy klasyfi-
kowaniu jezykéw wedtug tych struktur. Interesowaly nas wtedy nosniki
informacji leksykalnej i no$niki informacji kategorialnej (&~ gramatycz-
nej), ich wzajemne proporcje w poszczegdlnych jezykach i wptyw na ich
struktury decydujace o klasyfikowaniu jezykéw do poszczegdlnych typow
jezykowych. Na przykiad typologia morfologiczna pozwalata na dos¢ fa-
twe wnioski, zZe nasz fleksyjny jezyk rodzimy byl bardziej syntetyczny
niz wysoce analityczne jezyki Azji Potudniowo-Wschodniej (jak chinski,

14 Ciggle do 70~75% jezykéw znamy tylko z nazwy i wiemy tylko, Ze istnieja, znamy
ich lokalizacje, o niektorych ludach je uzywajacych zebraliSmy nawet stosunkowo duzo
informacji, ale niekoniecznie lingwistycznej. Jakakolwiek dokumentacje¢ (nieliczne tek-
sty, czgsto fragmenty Biblii i innych pism chrzescijaiskich, opisy wybranych detali
struktury — np. system fonologiczny lub jego fragment, listy wyrazéw itp., czesto
stare, czgsto niedokladne i niepewne, nieprofesjonalne (nie lingwisci je zapisywali),
niemozliwe do zweryfikowania) ma z pewnosciag mniej niz jedna czwarta ze wszyst-
kich jezykéw. Dopiero niedawno Nauka zdata sobie sprawe, ze kazdy jezyk i kazda
kultura to niezastgpowalne sktadowe dziedzictwa catej ludzkosci, kazda $mier¢ jezyka
i kazda $mier¢ odrebnej lokalnej kultury to nieodwracalna strata i tragedia ekologiczna
w wymiarze ogélnoludzkim, za$§ zachowanie tych waloréw, nawet jesli tylko w for-
mie spetryfikowanej (rejestracja pisemna czy audiowizualna), to wlasnie imperatyw dla
Nauki.

15 Jak Mouton Grammar Library, Brill’s Studies in South and Southwest Asian Lan-
guages, Pacific Linguistics, Sinitic Languages of China, [E#7 % IiE S R A B
(Zhongguo Xinfaxian Yuyan Yanjiu Congshu ‘studia nad nowoodkrytymi jezykami
ChRL’) czy Endangered Languages of the Pacific Rim (ELPR, Japan), by da¢ tylko
kilka przyktadéw.
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szczegdlnie klasyczny wenyan 3, ale tez inne jezyki sino-tybetanskie,
tajskie, miao-yao~hmong-mien, liczne austroazjatyckie itp.) czy nawet
aglutynacyjne jezyki turkijskie, mongolskie i tunguskie, ale duzo mniej
syntetyczny niz jezyki Azji Péinocno-Wschodniej (m.in. ,,paleoazjatyc-
kie”, aleuto-eskimoskie czy péinocnoamerykanskie indiariskie), albo ze im
wigcej w jezyku jest no$nikéw informacji zgramatykalizowanej (katego-
rialnej), tym ,,mniejsza potrzeba” w nim no$nikéw informacji leksykalne;j.

Dobrych przykladéw dostarczala zawarto§¢ eskimoskich stownikow
— np. czgd¢ ,,stownikowa” (~ haslowa) duzego stownika alaskariskiego
jezyka jupik (= yupik-angielski; Jacobson 1984:39-624) podzielona jest
na cztery czescei: ,,Bases” (mniej wiecej (no$niki znaczenia leksykalnego),
ss. 41-419), ,,Postbases” (423-602, mniej wiecej (nosniki znaczenia
kategorialno-czes$ciowo-leksykalnego)), ,,Endings” (605-616, mniej wig-
cej (no$niki znaczenia kategorialnego) — deklinacyjne informujace o przy-
padku — przypadkéw jest siedem, i koniugacyjne informujace o trybie — try-
béw jest 13) oraz ,.Enclitics” (619-624, co§ w rodzaju (no$nikéw znaczenia
kategorialnego) —samodzielne ,,sufiksy” w pozycji finalnej wyrazu po koni-
cowkach, mogace wystepowaé pojedynczo, w sekwencji 1 + 1, rzadziej
1 4 1 + 1, lub nie wystapi¢ wcale). Stownik czukockiego jupika (= yupik-
-rosyjski; Rubcowa 1971) oferuje ciekawy do przemyslent material w po-
staci listy przyktadow form wyrazowych utworzonych od jednego niesa-
modzielnego no$nika znaczenia leksykalnego kumyxcu- ‘sanie z uprzeza
(do psiego zaprzegu)’ ciagnacej si¢ przez 35 stron gestego druku (610—
644; poprzedza ja lista mniej wigcej (no$nikéw znaczenia kategorialnego)
takiegoz druku na ss. 595-610). W latach 1983-1984 opublikowane
zostaly (Lowe) trzy paralelne wobec siebie stowniki w ukladzie tematycz-
nym trzech zachodniokanadyjskich etnolektéw eskimoskich — kangiry-
uarmiut (125), vummarmiut (175) i siglit (215) grupowanych pod wspdlna
nazwa inuvialukt (515)7 — w kazdym z nich liczba stron przedstawiajacych

16 Zob. przyklady wyrazéw z jezykéw polisyntetycznych w Majewicz 1989:204-208,
cf. tez ss. 193-203.

17 Uzytkownicy ich uzywaja endonimu Inuvialuit (Western Arctic Eskimo) dla od-
réznienia siebie od eskimoskich mieszkaricow centralnej i wschodniej czgsci Arktyki
kanadyjskiej. Rzeczone stowniki przygotowano w sytuacji nadzwyczajnej: ,,because of
the urgent situation prevailing in the Western Arctic with regard to the impeding loss
of the dialects spoken there and the pressing need of teaching materials it has been
necessary to develop basic linguistic descriptions of these dialects in a shorter time
than one might ideally desire” (1984a:v). Populacje ,.fluent speakers” wskazuja liczby
w nawiasach przy glottonimach.
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informacje kategorialna (,,suffixes”) przewyzsza t¢ z informacja leksykalna
(odpowiednio 1983:77-184 wobec 1-68, 1984:85-200 wobec 1-74 oraz
1984a:91-229 wobec 1-80). W materiale zatytulowanym Eskimo Word
Structure czytamy: ,,A dictionary of a dialect of the Eskimo language will
inevitably differ in many respects from a dictionary of English or any other
European language. When comparing the words of an Eskimo text with
those of an English text, one is immediately struck [. .. ] by the difference
between word length in the two languages” (1983:xx). Warto tu przyto-
czy¢ jeszcze jeden cytat z drugiego rozdzialu najobszerniejszej gramatyki
eskimoskiej (ponad 1700 stron) zatytutowanego ,,A Word in Yupik™: ,,The
‘word’ weighs heavily in the grammar of C[entral] A[laskan] Y [upik] (and
other Eskimo languages, for that matter) perhaps much more than those of
a majority of the world’s languages, though the word would be a funda-
mental and inevitable entity in any human language, either an isolating lan-
guage as Classical Chinese or a ‘polysynthetic’ one as Eskimo” (Miyaoka
2012:18). Stad nie powinno dziwié, ze 106-stronicowy skrypt gramatyki
labradorskiego eskimoskiego F. W. Peacocka uzupetnia 120-stronicowy
stownik afikséw. W pan-stowniku strukturalnie bliskich etnolektom eski-
moskim etnolektéw aleuckich (Bergsland 1994) tez rdzen czeSci hastowej
jest podzielony na ,,Main Entries and Subentries” (1-465) i ,,Suffixes”
(467-559).

Modelowo zatem jest tak, ze jesli najbardziej analityczny jezyk to {ciag
nos$nik6w znaczenia leksykalnego), w ktérym funkcje kazdego jego ele-
mentu (Awyrazu) wyznacza jego miejsce w szyku (kazdy element jest
wyrazem, stad zwodnicze okreslenie {jezyki monosylabiczne)), to naj-
bardziej (~ skrajnie) syntetyczny jezyk to {ciag no$nikéw znaczenia
kategorialnego), w ktérym funkcje kazdego elementu réwniez wyznacza
jego miejsce w szyku. Tak kolo si¢ domyka (zob. rys. s. 190).

Powstaje pytanie o granice wyrazu np. w jezykach eskimoskich — ot6z te
granice wyznacza inicjalna pozycja no$nika znaczenia leksykalnego, zas
inwentarz elementéw finalnych wyrazu jest iloSciowo ograniczony. I drugie
pytanie — czy istnieje i czy moze istnie¢ jezyk skrajnie polisyntetyczny —
tzn. czy koto moze si¢ zamkngc¢ na granicy styku jezykéw skrajnie anali-
tycznych i skrajnie polisyntetycznych. Wtasnie dla przedstawienia takiego
jezyka — (yumariskiego jezyka ninguefio z jednej z dolin (Valle de los
Ninguefios) Sierra Vizcaino na pograniczu pustyni Desierto de Vizcaino
w meksykariskim stanie Baja California Sur) — powéd do legalnego zwo-
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JEZYKI UMIARKOWANIE
SYNTETYCZNE

JEZYKI UMIARKOWANIE
ANALITYCZNE

JEZYKI
SYNTETYCZNE

JEZYKI ANALITYCZNE
minimum nosnikow
informacji kategorialnej

JEZYKI POLISYNTETYCZNE
maksirmum nosnikdw
informacji kategorialnej

WENYAN

tania na mocy dekretu (uznanego po latach za nielegalny) nielegalnego
zebrania naukowego poczytaliSmy za zasadny.

Zarys organizacji materialu do przedstawienia naukowemu zebraniu
i Swiatu wyklul si¢ w zasadzie podczas jednej nocy pod wplywem ca-
fego wachlarza Srodkéw motywujacych, w tym kultowego Festschriftu na
,»33cie lub 34te urodziny Jamesa McCawleya” (Zwicky i in.). Jego tytut byt
1 pozostaje niezwyklym i zaskakujacym dla wszystkich, ktérzy nie znali
postaci ani biografii uczczonego nim beneficjenta owego mocno niety-
powego jubileuszu, cho¢ reprezentantom giéwnej dyscypliny uprawianej
przez naszego Jubilata jednak powinien by¢ znany chocéby tytut jednego
z gléwnych dokonan McCawleya, szczegélnie w jego drugim, majagcym
ponad 650 stron objetosci, wydaniu z 1993 roku. Piszacemu ten tekst bliz-
sze byly jednak inne jego dzieta naukowe, jak ,,fonologiczny komponent
gramatyki japonskiej” (1968) dla napisania wlasnej ,,fonologii japoriskie;j”
(1975, 21986), czy gustowny akademicki stownik-przewodnik do kom-
petentnego korzystania z menu w chinskich restauracjach swiata (1984;
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oktadka Zwicky et al. tez przedstawia. .. chiniski jadtospis). Przedwcze-
$nie i tragicznie zmarly McCawley zaczal studia uniwersyteckie w wieku
lat szesnastu (University of Chicago), uzyskujac stopien MA w zakresie
matematyki, jezykoznawstwa uczy! si¢ u Erica Hampa, doktorat uzyskat
u Chomsky’ego w MIT (wymyslajac swemu promotorowi za to podwa-
liny ,,generatywnej semantyki”®), byt lingwista o wyjatkowo szerokim
spectrum zainteresowan, poliglota (od jidysz, serbsko-chorwackiego, nie-
mieckiego i hiszpanskiego, po fifiski, chiniski czy japonski — i to tez jeno
przyklady), postacia popularna, szeroko znang, ceniona za ,,btyskotliwos¢”
nalezal do tych, ktérzy si¢ nauka dla wyniku nie tylko mozolili, ale i po-
trafili si¢ doskonale nia bawi¢!®. Podobnie jak Pogonowski — nie kierowat

18 W nekrologu (Fox, 1999) czytamy: ,,Originally conceived as an extension of Noam
Chomsky’s work, generative semantics was regarded by many hard-line Chomskyan
linguists, including Dr. Chomsky himself, as a theoretical slap in the face”. Zob. tez
obszerniejszy tekst Johna Lawlera w Language 79/3 (2003), 614-25.

19 Zob. chocby tytuly jednej z jego ksiazek — Thirty Million Theories of Grammar (1982)
i innego niz juz przywotany dedykowanego mu Festschriftu — The Joy of Grammar
(1992).
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samochodem, cho¢ daleko wigcej niz to i dyplom z matematyki by ich
faczylo.

Zebranie si¢ odbyto przy nadspodziewanie duzej frekwencji uczestni-
kéw (zakazane jednak kusi, a okazji do legalnego wyrywania si¢ z domu
byt deficyt?©) i bardzo zywej dyskusji, mimo egzotyki ,,heretycki” temat
weiagnal. Tekst zostal wydany (1983) i zapewne do dzi$ stanowi jedyna
pozycje w pod-poddziale {ninguefio jezyk) poddziatu {(indianskie jezyki)
dzialéw (jezyki §wiata) lub ich odpowiednikéw w rzeczowych katalogach
Biblioteki Narodowej i innych ksiaznic, do ktérych publikacja trafita (a tra-
fita). Zatgczona ilustracja pokazuje fragment materiatu jezyka z objasnie-
niem stownym i wizualnym, ujawniajac przy tym tez plastyczne zdolnosci
i wyobraZni¢ ilustratora — Jerzego Pogonowskiego. Ksigzeczka spotkata
sie tez z zainteresowaniem w pewnych kregach lingwistéw amerykanskich,
takze z kregu Jamesa McCawleya. Drugim owocem pracy konceptualnej
przywotanej wspomnieniami nocy byl ostateczny ksztatt wspdlnego ar-
tykutu (1984) dotyczacy réznorodnosci eksponentéw (~ wyktadnikéw)
znaczen kategorialnych w jezykach i ich inwentarzy w poszczegdélnych
jezykach oraz postulatéw co do wykorzystania tego wszystkiego w dalszej
perspektywie badan nad usciSlaniem typologii coraz wigkszej i rosngcej
liczby jezykéw juz wystarczajgco dla takich celéw opisanych.

Jerzy pozwolil sobie nadto zadworowac ze stanu spraw, jaki nas ota-
czal, indywidualng juz, acz od dawna zamierzang inicjatywa pospiesz-
nie ,,na okoliczno$¢” zmaterializowana w postaci zeszytu z ¢wiczeniami
z jezykoznawstwa dla studentéw (1983), w ktérym pobrzmiewaja echa
zmagan z ninguefio, jak np. w pytaniu 19. (s. 9) o ,,jezyk o wszystkich
gloskach bezdZzwigcznych”, poleceniu zlozenia tekstu ,,z ok. 20. wyrazéw”
iusunigcia zen raz wyktadnikéw wszystkich znaczen gramatycznych, drugi
raz — wykladnikéw wszystkich znaczen leksykalnych i odpowiedzi na py-
tanie ,,w ktérym przypadku fatwiej zrekonstruowac tekst i dlaczego?” czy
pytaniu 18(ii) ,,czy mozliwy jest jezyk, w ktérym wszystkie morfy sg gra-
matyczne” (s. 12). Pojawily si¢ jednak tez takie zadania, jak poréwnanie
wypowiedzi ,kupilem korzystnie paczke kawy” i ,,sprzedatem korzystnie
paczke kawy” (dzisiaj niezrozumiatych, woéwczas wrecz niebezpiecznych;

20 Na ustawicznie ponawiane pytanie o koniec koszmaru pewnego razu padfa odpowiedz,
skadinad bardzo precyzyjna, sprowadzajgca si¢ do stwierdzenia, ze 6w ,,stan bedzie trwat
tak dlugo, jak bedzie trwal” (co si¢ nie ziScito: zostat on zniesiony 22 lipca 1983 po wpro-
wadzeniu wszystkich jego najdotkliwszych zakazéw i przepiséw do obowiazujacych
kodekséw prawnych).
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(16)  mhalnpaha mwilayaladwiyaqqufanqala®a
"Coraz mniej ptakdw przysiada na tamtym kaktusie"
(17)  mhalqu$and mpahyaladwiyaqwilagala®3
"ptaki coraz rzadziej siadajg na tamtym kaktusie"

Sytuacjg opisang w zdaniu (16) przedstawiajg nastgpujgce rysunki :

Natomiast sytuacja opisana zdaniem (17) otrzymuje nastepujgca ilustracie
graficzng :

[. .. I nalezy przypuszczaé, ze nastepujace zdanie (nie znajdujace si¢ wsroéd
naszych danych materiatowych) bedzie najprawdopodobniej réwniez cat-
kowicie poprawne w jezyku ninguefio:

(18)

mhalwila®3a mgu ‘s’anyalaéwiyaq&hala?ﬁ

"Coraz mniej tam kaktusdw, na ktérych siadajg ptaki®

Fragmenty stron 13-4 Majewicz & Pogonowski 1983 z materialem ninguefio i rysunkami
Jerzego Pogonowskiego
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ADAM MICKIEWICZ UNIVERSITY
POZNAN POLAND
INSTITUTE. OF LINGUISTICS

PRACTICAL AIDS
6

JERZY POGONOWSKI

ZBIOR ZADAN Z LINGWISTYKI

POZNAN 1983

J. Pogonowski przy meczecie w Kruszynianach, po prawej: oktadka Pogonowski 1983

s. 10, ¢w. 9;), pytanie ,,jakimi informacjami musi dysponowa¢ w roku
2083 marsjanski polonista”, ktéry ,,odnajdzie w ruinach jednego z budyn-
kéw uzytecznosci publicznej] w Warszawie wyskrobany na Scianie napis
(KAZDA WRONA SWOJ OKONEK CHWALI), aby mie¢ pewnos¢, ze
trafnie rozumie znaczenie napisu” (s. 6, ¢w. 11), czy pytanie o rodzaj spdj-
nosci semantycznej w zdaniu ,,7rybuna Ludu jest organem PZPR, wiec
nie powiniene$ owija¢ w nig §ledzi”, ktéremu towarzyszy ,,wyjasnienie dla
mlodszego czytelnika”, co to jest §ledZ i dlaczego ich nie ma, cho¢ ,,przed
IT wojna §wiatowa stanowit istotny sktadnik pozywienia biedoty w Polsce”
(s. 14, ¢w. 13(ii)).

To wszystko ,,przechodzito” przez urzad cenzury?!, ale cenzor, ktdéry
zaciecie kroit akurat naukowy tekst o produkcji ziemniakéw, przystawiat
stosowna pieczatke na okladce ,,egzemplarza okazowego” nie dlatego, ze
chcial, zaniechat czy tolerujac — ,,odpuscit” (nie wolno mu byto!); do cen-
zury delegowaliSmy w takich przypadkach naszego wspanialego kolege
bibliotekarza, ktéry ucielesnieniem niewinno$ci absolutnej wypisanej na

2t Nazywal si¢ bardziej ztowieszczo: Wojewddzki Urzad Kontroli Prasy, Publikacji
i Widowisk w Poznaniu.
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Za nami Swistocz, zasieki i Biatoruska Socjalistyczna Republika Radziecka

swoim iScie anielskim obliczu ,,gwarantowal” ideologiczna nieskazitel-
nos¢. ,,Przybite” bylto ,,przybite”, a cenzor nie mial interesu w przyznaniu
si¢ do braku partyjnej czujnosci.

Takie byly czasy (to dla annatéw Nauki). Takie si¢ w pamieci kotacza
reminiscencje znad Swistoczy (to dla Jerzego).

Scriptum fuit in IIEOS institutione
Stenseviae die IX mensis Septembris anno MMXXI
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Gdzie jest najwiecej tolerancji?

Joanna Grygiel

Skad to si¢ wzi¢to?

Gdy dowiedzialam si¢ o pomyS$le wydania tego tomu, zaczetam si¢ za-
stanawiaé, co powinnam napisa¢. Czy ma to by¢ artykul naukowy, czy
tez raczej opowiadajacy o Jurku Pogonowskim z mojej skromnej perspek-
tywy? Poniewaz nie umiatam si¢ zdecydowac, postanowitam potaczyc¢ obie
te rzeczy i napisa¢ o naszych spotkaniach w przestrzeniach tolerancji i co
z tego wynikto.

Po raz pierwszy spotkatam Jurka w maju 1998 r., a byto to w Karpaczu,
na konferencji Zastosowania logiki w filozofii i podstawach matematyki.
Piotr Wojtylak naméwit go wtedy (ja nie miatam nawet tyle odwagi, by
o to prosi¢) na udzial w naszej zakopianiskiej konferencji Zastosowania
algebry w logice i informatyce. 1 tak rok péZniej, w maju 1999 r., Jurek
przyjechat do Zakopanego i wyglosil odczyt ,,O przestrzeniach tolerancji
i opozycji (On tolerance and opposition spaces)”. Pomimo uptywu lat
pamigtam ten odczyt doskonale (a w szczegdlnosci ilustracje z Bitwa pod
Grunwaldem), cho¢ w tamtym momencie zupetnie nie zdawatam sobie
sprawy ze zwiazku tej tematyki z moja dziatalnoscia badawcza.

Zajmowalam si¢ wtedy problemem dekompozycji krat dystrybutywnych
i wygtaszalam odczyt ,,Kraty dystrybutywne o danej kracie potaczeri”. Ba-
dania te wywodzily si¢ od pewnej operacji sklejania krat, zdefiniowanej
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przez Wronskiego [22] jako generalizacja operacji ,,masztowania” wprowa-
dzonej przez Jaskowskiego [14], Piotr Wojtylak zainteresowal mnie praca
Finite distributive lattices as sums of Boolean algebras [15], co zaowoco-
walo miedzy innymi naszym wspdlnym artykutem The sum operation and
link lattices [11].

Niewiele pdzniej okazalo si¢, Ze wymyslone wspélnie z Piotrem Woj-
tylakiem kraty potaczen w kratach dystrybutywnych sa tym samym (albo
raczej prawie tym samym), co szkielety tych krat, opisane znacznie wcze-
$niej m.in. przez Christiana Herrmanna [13]. Co wiecej, szkielet skoriczo-
nej kraty dystrybutywnej jest krata blokéw najmniejszej sklejonej tolerancji
tej kraty (np. [6, 3] lub [9]). I tym sposobem znalaztam si¢ w przestrzeniach
tolerancji, w ktérych prébuje szukaé swoich drég do dzisiaj, nierzadko
zresztg ladujac na manowcach.

Krétka podréz po Krainie tolerancji

Pierwsze formalne podejscie do teorii tolerancji pochodzi od Zeemana,
ktéry uzyt okreslenia ,,tolerancja” na oznaczenie relacji zwrotnej i syme-
trycznej, opisal pewne jej wlasnosci i zastosowat do biologii teoretycznej
w pracy ,,Topology of the brain and visual perception” [23]. Niemniej
sama idea pochodzi od Poincarégo [19], ktéry zauwaza, ze przechodnio$¢
identycznosci w Swiecie rzeczywistym zawsze jest watpliwa, gdyz iden-
tyczno$¢ obiektéw niesie ze soba pewien zakres bledu, a przechodnios¢
moze te btedy kumulowaé. Dlatego tez lepiej jest mowi¢ o podobieristwie,
bliskosci, byciu identycznym z pewna tolerancja btedu.

Ta idea jest niezwykle uniwersalna i dotyczy nie tylko rozmaitych dzie-
dzin matematyki, ale nauki w ogélnosci. Wydaje si¢ wrecz niewiarygodne,
Ze tak prosta definicja (relacja binarna zwrotna i symetryczna w pewnym
zbiorze) moze zaowocowac tak bogatymi teoriami, jak to si¢ stalo w przy-
sztosci.

Teoria przestrzeni tolerancji, czyli zbioréw wraz z okre§lonymi na nich
relacjami tolerancji, zaczela si¢ szybko rozwijac w latach siedemdziesigtych
ubieglego wieku, znajdujac szerokie zastosowania, w szczeg6lnosci w teo-
rii informacji (np. [1]) 1 lingwistyce. Tu szczegdlne zastugi ma Jurek Po-
gonowski. Na liscie jego publikacji z roku 1978 znalaztam zamieszczona
w ,,Studiach Metodologicznych” [16] recenzje ksigzki Szrejdera Réwnos¢,
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podobieristwo, porzqdek [21]. Mysle, ze ta praca stala si¢ inspiracja do
uzycia pojecia tolerancji w badaniach lingwistycznych, czego poklosiem
stal si¢ artykul [18] oraz ksiazka Tolerance spaces with applications to
linguistics [17].

Dla matematyki, a konkretniej dla algebry i teorii krat, tolerancje od-
kryli Chajda i Zelinka [4], kt6érzy potraktowali je jako naturalne uogdl-
nienie relacji kongruencji. Takie podejscie wiazalo si¢ z oczywista proba
przeniesienia rezultatéw otrzymanych dla kongruencji na grunt przestrzeni
tolerancji i zaowocowato niezliczona iloScia rozmaitych podejs¢ do tego
zagadnienia 1 mnogos$cig ciekawych wynikéw. Cze$¢ tej historii sprébo-
watam opisaé w pracy Many faces of tolerances [10].

Na wiele pytari dotyczacych tolerancji w kratach i ich zastosowan udato
sie odpowiedzied, ale niektore ciggle pozostaja otwarte i o jednym z nich
chciatam tu opowiedzie¢. A bylo tak. W pewnym okresie udato mi si¢ na-
moéwic do wspdlnej pracy na niwie tolerancji Kasi¢ Grygiel, co nawet przy-
niosto nam w dorobku wspodlne artykuty. Gdy przygotowywaly§my jeden
z nich [12], wyplyneto pytanie o liczbe tolerancji w kratach skoficzonych
o ustalonej liczbie elementéw. Jednak, jak to czgsto bywa w matematyce,
proste pytania nie maja prostych odpowiedzi. Mozna byto jedynie liczy¢ na
znalezienie jakiej$ dobrej aproksymacji, a zatem kolejne pytanie brzmiato:
W ktorych kratach jest najwigcej tolerancji?”. Naturalnym kandydatem
wydaje si¢ taficuch. Czy jednak tak jest w istocie? Na to pytanie nie znamy
odpowiedzi do dzisiaj.

A teraz troch¢ konkretow

Zanim sformutuj¢ formalnie problem, musz¢ wprowadzi¢ troche defini-
cji i faktéw. Wszystkie ponizsze rozwazania dotycza krat skoiczonych,
a zatem moéwigc o kracie L, bede miata na mysli zawsze krate skoriczona,
chociaz cze$¢ przedstawianych ponizej definicji i twierdzen pozostaje praw-
dziwa dla wszystkich krat badZ dla krat o skoficzonej wysokoSci.

Niech Tol(L) oznacza zbiér wszystkich tolerancji kraty L. Zbidr
ten, uporzadkowany przez inkluzje, tworzy krate algebraiczng [3]. Krata
wszystkich kongruencji kraty L, kt6ra oznaczymy Con(L), jest podzbiorem
Tol(L), ale nickoniecznie podkratg kraty tolerancji. Z drugiej strony wia-
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domo [8], ze kazda tolerancja w Tol(L) jest obrazem pewnej kongruencji
poprzez epimorfizm kratowy.

Tolerancje T kraty L nazywamy sklejona [20], jesli jej tranzytywne
domkniecie jest relacja totalna L2. Wszystkie tolerancje sklejone kraty
L tworza podkrate kraty Tol(L), ktéra oznaczymy Glu(L). Zauwazmy,
ze relacja totalna 12 jest elementem najwiekszym zaréwno w Glu(L),
jak i w Con(L), bedgc jednoczesnie jedynym elementem wspSlnym tych
krat. Najmniejsza tolerancje sklejona w kracie L nazywamy tolerancja
szkieletowa w L i oznaczamy X (L).

Zatézmy, ze H < 12 jest zbiorem niepustym. Oznaczmy, odpowied-
nio, przez tol(H) i con(H) tolerancje i kongruencj¢ generowane przez H
w L, tzn. najmniejsza tolerancje¢/kongruencje zawierajaca H. Ponadto niech
Int(L) oznacza zbiér wszystkich przedzialéw w kracie L, a PrInt(L) zbi6r
wszystkich przedziatéw pierwszych w L, tzn. przedziatéw [a, b] takich,
ze a bezposrednio poprzedza b, co bedziemy zapisywaé a < b. Wiadomo
(zob. [2]), ze tolerancja szkieletowa kraty skonczonej L jest generowana
przez zbiér wszystkich takich par (a,b) € 12, dla ktérych a < b. Za-
tem (L) = tol({(a, b): [a,b] € PrInt(L)}), a krata tolerancji sklejonych
Glu(L) jest filtrem gtéwnym generowanym przez X (L) w kracie wszystkich
tolerancji Tol(L).

Niech T € Tol(L) oraz X < L, gdzie X # (. Jesli kazde dwa elementy
zbioru X sa w relacji T, to X nazywamy preblokiem relacji T. Bloki to
prebloki maksymalne wzgledem relacji inkluzji. Bloki dowolnej tolerancji
w kracie L s3 wypuklymi podkratami tej kraty ([2]1 [3]). W przypadku krat
skoniczonych bloki dowolnej tolerancji sa po prostu przedziatami. Jesli oci 3
sa blokami tolerancji T,to {a vb: ae x,be f}i{arb:ae a,be B}
sa preblokami T. Czédli [5] wykazal, ze bloki zawierajace te prebloki sa
okreslone jednoznacznie i sa, odpowiednio, suma i iloczynem tych blokéw
w kracie wszystkich blokéw, ktéra bedziemy nazywaé kratg ilorazowa
ioznaczaé L/T. Oznacza to, ze dowolng tolerancje mozna reprezentowaé za
pomoca systemu jej blokéw, indeksowanych elementami kraty ilorazowe;.

Jest oczywiste, ze w przypadku, gdy T € Con(L), to blokami T sa
klasy kongruencji, ktére sa parami rozlaczne i tworza podzial zbioru L.
W przeciwnym wypadku, co najmniej dwa rézne bloki maja niepusta
cze$¢ wspdlna. Zatem w przypadku tolerancji niebedacej kongruencja
bloki tworza pokrycie zbioru L, niebedace jego podziatem. W szczegdl-
nosci jesli T € Glu(L), to kazde dwa bloki o i {3 takie, ze o« <  w L/T,
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przecinaja si¢ niepusto. Krate ilorazowa L/X(L) nazywa si¢ szkieletem
kraty L.

Wracamy do tytulowego pytania

Wréémy do pytania wyjSciowego: ktéra krata n-elementowa ma najwiecej
tolerancji i dlaczego jest to taficuch? OdpowiedzZ na cze$¢ drugg bierze si¢
z obserwacji dotyczacych kongruencji.

Pokazemy, ze sposréd wszystkich krat Con(L), gdzie |L| = n, najwiecej
elementéw ma krata kongruencji taficucha n-elementowego. Zacznijmy
jednak od przypomnienia pewnych faktéw dotyczacych kongruencji w kra-
tach skoriczonych.

Szczegblna role odgrywaja tu przedzialy pierwsze, poniewaz dowolna
kongruencja © w skoriczonej kracie L jest suma kongruencji generowa-
nych przez przedzialy pierwsze [a,b] € PrInt(L) takie, ze (a,b) € ©.
Poniewaz wiadomo, ze krata kongruencji dowolnej kraty jest dystry-
butywna (zob. np. [7]), zatem (na podstawie twierdzenia o strukturze
skoriczonych krat dystrybutywnych) do opisania kraty Con(L) wystarczy
znaé zbidr czesciowo uporzadkowany Congi(L) wszystkich kongruencji
sumowo-nierozktadalnych. Kazda z tych kongruencji jest postaci con(p),
gdzie p € Print(L).

Aby opisaé Conyi(L) za pomoca przedzialéw pierwszych, definiuje sig
nastepujaca relacje — na zbiorze Int(L) wszystkich przedziatéw kraty L:

[a,b] - [c,d]wtw (a<cid=bvc)lub(d<bic=and).

Niech = oznacza tranzytywne domkni¢cie —. Wtedy < zdefiniowane jako
[a,b] < [c, d] wtedy i tylko wtedy, gdy [a,b] = [c,d] i [c,d] = [a,b]
jest relacja réwnowaznosci na Int(L).

Twierdzenie 4 ([7]). Niech L bedzie kratq skoriczong. Relacja = jest
relacjq quasi-porzqdku w PrInt(L). Klasy abstrakcji relacji < tworzq
zbidr czeSciowo uporzqgdkowany dualnie izomorficzny ze zbiorem Cony; (L)
uporzqdkowanym przez relacje porzqdku z kraty L.

Niech L, = {{0,...,n — 1}, <) oznacza n-elementowy laricuch. Je-
steSmy teraz gotowi, by udowodnic¢ nastgpujacy fakt:
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Twierdzenie 5. Niech L bedzie kratq o n elementach, n > 1. Wtedy
2 < |Con(L)| < |Con(L,)| =2™"1.

Dowdéd. Zauwazmy, ze | PrInt(L,,)| = n — 1, a relacja = na PrInt(L,,)
jest identycznoscia. Poniewaz Conyi(L,,) sktada si¢ z n — 1 nieporéw-
nywalnych elementéw, wigc krata Con(L,, ) jest algebra Boole’aon — 1
generatorach, a zatem |Con(L,,)| = 2™ 1.

Zalézmy teraz, ze |L| = n oraz L nie jest taricuchem. Aby wykazaé, ze
| Conyi(L)| < | Conyi(Ly, )|, zgodnie z Twierdzeniem 4, wystarczy wyka-
zaé, ze liczba klas abstrakcji relacji < na PrInt(L) nie przekraczan — 1.

Niech a € L\Mi(L), gdzie Mi(L) oznacza zbiér wszystkich iloczynowo-
nierozktadalnych elementéw kraty L. Oznacza to, Ze istniejg rézne ele-
menty b, c € L takie, Ze a < b and a < c. Stad [a, b, [a, c] € PrInt(L),
[a,b] & [c,bvclila,c] < [b,bvcl

Niech x,y € L spelniajg warunkic < x <bvcib<y<bve
Wtedy [c,b v c] — [x,b v c], wiec [a, b] = [x,b v c]. Z drugiej strony
[x Ay,yl — [a,b],gdyzb < yoraza = x Ay A b. Ponadto [x,b v c] —
[x A y,yl, gdyzy < b v c. Zatem [x,b v ¢] = [a, b], co dowodzi, ze
[a,b] < [x,b v c]. Dowdd, ze [a, c] < [y, b v c] jest analogiczny.

Poniewaz [x, b v cl, [y, b v c] € Prlnt(L), wiec wykazali$my, ze dodat-
kowe przedzialy pierwsze nie przektadaja si¢ na dodatkowe klasy abstrakcji
relacji <. m]

Niestety, ta metoda dowodu nie dziata, jeSli zastagpimy kongruencje
tolerancjami, gdyz kraty tolerancji sg kratami modularnymi, ale nie musza
by¢ dystrybutywne [3].

Ponizszy problem:

Problem 1. Niech L bedzie krata o n elementach dla n > 1. Czy prawda
jest, ze

| Tol(L)| < | Tol(Ly,)|?
oraz rOwnowazny mu:
Problem 2. Niech L bedzie krata o n elementach dlan > 1. Czy prawda
jest, ze

| Glu(L)| < |Glu(Lyn)|?

pozostajg otwarte.
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Podsumowanie

Zostawiam czytelnikéw z tym pytaniem, majac nadzieje, ze kto§ uzna je
za warte namystu. Nie ukrywam, ze licze takze na, jak zwykle, cenny
komentarz Jurka. Tu nasunat mi si¢ taki limeryk, ktéry zatytutowatam ,,Na
konferencji w Zakopanem”:

Raz pewien profesor z Poznania
nie miat nic do dodania.

Lecz byto tak tylko raz,

ze Pogon milczat jak glaz
podczas naszego spotkania.

Jest przeciez wiadome, Ze niezaleznie od liczby tolerancji w kratach Ju-
rek ma w sobie cale przestrzenie tolerancji, nie mozna jednak zapominad
o przestrzeniach (stusznej) opozyciji.
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Jaki to ptak, czyli czy Jerzy Pogonowski
ma posta¢ normalng?

Katarzyna Grygiel

1 Ptaki i matematyka

W dniu, gdy otrzymatam propozycje napisania tekstu do niniejszego tomu,
Jan Willem Klop opowiedzial mi o pewnym ciekawym problemie ma-
tematycznym, postawionym w 1993 roku przez Richarda Statmana [9].
Problem ten przedstawi¢ w rozdziale 3, jednak w rzeczywisto$ci stanowi
on tylko wymoéwke — wprowadzajac pojecia potrzebne do zrozumienia py-
tania o istnienie podwdjnego kombinatora punktu stalego, wyposazymy
sie¢ w odpowiednie narzedzia, aby méc stwierdzié, czy Jerzy Pogonowski
wystepuje w postaci normalne;j.

Ale co to wszystko ma wspdlnego z ptakami? Ot6z okazuje si¢, ze wla-
Sciwie. . . wszystko. Zacznijmy moze od najwazniejszego: zanurzamy si¢
w Swiat logiki kombinatorycznej. Kto juz kiedys po tym §wiecie wedrowat,
ten zapewne wie, ze kombinatory, czyli gtdwni mieszkaricy tej krainy, to
wlasnie ptaki. Co wiecej — s3 to ptaki gadajace! Jesli jednak ktoS jeszcze
si¢ z tym Swiatem nie zetknal, to nadrabianie zalegtoSci warto rozpoczac
od niezwyklej przygody, jaka bedzie lektura jednej z ksigzek Raymonda
Smullyana: To Mock a Mockingbird [7]. Wydana po raz pierwszy w roku
1985, doczekata si¢ polskiej wersji i ukazata si¢ w 2007 roku pod nie-
zwykle wdziecznym tytutem PrzedrzeZniac przedrzeZniacza, a przettuma-
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giellonski

209


grygiel@tcs.uj.edu.pl

Katarzyna Grygiel

czyl ja sam Jerzy Pogonowski [8]. Jesli kto§ miatby ochote zapoznac si¢
z przystepnym streszczeniem, to na stronie [5] dostepne sa slajdy z wyktadu
na temat ksiazki, ktéry Ttumacz wygtosif na konferencji AALCS XI.

A skoro juz wspomniatam o AALCS, to nawigze tu do krétkiej rozmowy
z gtéwna organizatorka tej konferencji. Otéz niedawno przegladatam regat
z ksigzkami matematycznymi mojej rozméwczyni, gdy rzucit mi si¢ w oczy
z pozoru niepasujacy do calej reszty tytul: Jaki to ptak? [1]. I rzeczywiscie,
ksiazka ta nie zawierala zadnych twierdzefi, nawet nie wystepowal w niej
przedrzeZniacz — stanowita zgrabny opis réznych ptasich rodzin. Zapytatam
wiec o powdd, dla ktérego znalazta si¢ pomiedzy podrecznikami do analizy
i gltebokimi wywodami na temat logiki i oto, co uslyszalam: ,,Nie wiem,
ale ta jest najciekawsza”. Sugerujac si¢ ta odpowiedzia, postanowitam, ze
mdj tekst nie bedzie przesadnie matematyczny i — wzorem Smullyana —
wplote do niego watki ornitologiczne.

2 Wkraczamy do ptasiego Swiata

Pobiezny i miejscami zupetnie nieformalny opis podstawowych pojec¢ lo-
giki kombinatorycznej i ich interpretacji w terminologii ornitologicznej
podaje w tym rozdziale za [8]. Staram si¢ réwniez trzymac stosowanych
tam oznaczefi, cho¢ z powodoéw, ktére uwazny Czytelnik z pewnoscig do-
strzeze po lekturze rozdzialu 4, pozwalam sobie na drobne réznice w ozna-
czeniach dla ptaka medrca i ptaka nastepnika.

Logika kombinatoryczna jest pewnym systemem przepisywania ter-
méw. Aby nie naduzywac formalizmdéw, mozemy owe termy, zwane kom-
binatorami, interpretowac jako ptaki. Jesli do ptaka A wypowiemy nazwe
ptaka B, mieszkajacego w tym samym co A lesie, to A odpowie, podajac
nazwe pewnego ptaka, ktérego oznaczamy AB. Nazwe takiego wyspiewa-
nego ptaka moze ustysze¢ ptak C, wéwczas odpowie on ptakiem C(AB)
(ktéry niekoniecznie bedzie tym samym ptakiem, co ptak (CA)B, u kt6-
rego — zgodnie z powszechnie przyjeta konwencja — pominiemy nawiasy
i zapiszemy go jako CAB).

Na poczatku poznajmy dwa ptaki: ptaka identycznosciowego i tytuto-
wego przedrzeZniacza. Pierwszy z nich, oznaczany przez I, jest w pewnym
sensie ztos§liwy: slyszac nazwe dowolnego ptaka, odpowie ta sama nazwa.
Mozemy to zapisaé jako réwnos¢ Ix = x. PrzedrzeZniacz natomiast, kté-
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rego bedziemy oznaczaé przez M, ma inna dziwng ceche: styszac nazwe
ptaka x, odpowie nazwa takiego ptaka, ktéra wySpiewa ptak x, styszac
swoja wlasng nazwe. Ujmujac to krécej, Mx = xx.

Zanim poznamy kolejnych przedstawicieli ptasiej czeredy, musimy usta-
li¢ co$ bardzo istotnego. Mianowicie dla dowolnych dwéch ptakéw A i B
istnieje na pewno taki ptak C, ze dla dowolnego ptaka x zachodzi réwnos¢
Cx = A(Bx).

Powiemy, ze ptak A lubi ptaka B, jesli AB = B. Pierwsza z ptasich
zagadek w [8] polega na pokazaniu, ze w lesie zamieszkiwanym przez
przedrzeZniacza kazdy ptak lubi co najmniej jednego ptaka. Niektoére ptaki
moga lubi¢ tylko same siebie (sg to bardzo egocentryczne osobniki), z ko-
lei ptak identycznoSciowy ma wyjatkowy charakter — pata sympatia do
dowolnego ptaka!

Nie chcac wchodzi¢ w dalsze szczegdly ptasich cech, pozwole sobie
tylko zauwazy¢, ze ptaki kombinatoryczne charakteryzuja si¢ przeréznymi
wlasnos$ciami. Poza ptakami egocentrycznymi w naszej wedréwce mozemy
napotka¢ miedzy innymi ptaki arystokratyczne, szczeSliwe, standardowe,
czy biegte w arytmetyce. Ptaki, o ktérych teraz opowiem, przydadza nam
sie w dalszej czesci rozwazar.

Wyrézniajacymi sie osobnikami sa pustutka K oraz szpak S, ktére
udzielaja odpowiedzi zgodnie z nast¢pujacymi regutami:

Kxy =x oraz Sxyz = xz(yz).

Jako proste ¢wiczenie zauwazmy, Ze za pomocg K i S potrafimy wyrazié
ptaka identycznos$ciowego. Istotnie, rozwazmy ptaka SKK. Styszac nazwe
jakiegokolwiek ptaka x, wySpiewa on co nastepuje:

SKKx = Kx(Kx) = x,

a zatem odpowiada on tak samo jak ptak identyczno$ciowy. W dalszych
rozwazaniach bedziemy odwiedzac tylko lasy oszczedne, czyli takie, w kto-
rych nie wystepuje wigcej niz jeden przedstawiciel danego gatunku. Innymi
stowy, jesli dla dwéch ptakéw A i B ich odpowiedzi na nazwe dowolnego
ptaka x sa takie same (czyli Ax = Bx), to utozsamiamy A z B. W zwiazku
z tym mozemy zapisac, ze | = SKK.

Laczac swe sily, szpak i pustutka potrafia znacznie wiccej. Za pomoca
tych dwdch ptakéw mozna wyrazi¢ dowolnego ptaka kombinatorycznego,
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o czym mozemy si¢ przekonac, wstepujac do Lasu Mistrzéw z rozdziatu 18
w [8].

Aby jednak nie zapisywaé kazdego z interesujacych nas ptakéw jako
skomplikowanej kombinacji szpakéw i pustutek, poznajmy wigcej ptasich
towarzyszy:

— rudzika R, dla ktérego Rxyz = yzx,

— orta E, dla ktérego Exyzwv = xy(zwv),

szezygla G, dla ktérego Gxyzw = xw(yz),

sdjke J, dla ktérej Jxyzw = xy(xwz),

sowe O, dla ktérej Oxy = y(xy).

Nim przejdziemy dalej, zauwazmy, ze niektére ptaki mozemy reduko-
waé. Na przyktad zamiast méwic o ptaku R(KIK)KS, mozemy skorzysta¢
najpierw z wlasnosci rudzika, a nastegpnie cechy pustutki i réwnowaznie
moéwic o szpaku. Rzeczywiscie,

R(KIK)KS = KS(KIK) = S.

Powyzszy ciag pokazuje nam pewna redukcje. Co ciekawe, otrzymali-
$my ostatecznie ptaka, ktérego nie mozemy dalej redukowaé — otrzymany
szpak nie ma w tej chwili nic do powiedzenia! Warto powiedzie¢ wigcej:
jesli napotykamy na przyktad ptaki SER lub O(GR), to réwniez dla nich
zadne dalsze redukcje nie sa mozliwe.

Zauwazmy, ze dla ptaka R(KIK)KS mogliSmy przeprowadzi¢ inna,
réwniez poprawng, redukcje: w pierwszym kroku, zamiast wykorzystywac
wlasnosci rudzika, dozwolone jest wykonanie redukcji dla ptaka KIK. Oka-
zuje sie, ze jesli pewnego, nawet bardzo skomplikowanego, ptaka jesteSmy
w stanie doprowadzi¢ do postaci normalnej (czyli za pomocg redukcji
otrzymac ptaka, dla ktérego nie mozna juz stosowaé zadnych dalszych
uproszczen), to w celu jej uzyskania wystarczy stosowac strategie redukcji
lewostronnej. Tak wiasnie zrobiliSmy w naszym przypadku: zgodnie z ta
strategia najpierw zredukowaliSmy rudzika, a dopiero potem skorzystali-
Smy ze Spiewéw pustutki.

Bardzo wazng i intrygujaca role w kazdym lesie, do ktérego zawitaja,
pelnia praki medrcy. Ptak Y jest ptakiem medrcem, jezeli styszac nazwe
dowolnego ptaka x, wySpiewa nazwe pewnego ptaka, ktérego x lubi. Te
ciekawa wlasno$¢ mozemy zapisa¢ nastepujaco:
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Yx = x(Yx).

Ptaki medrey to inaczej tak zwane kombinatory punktu statego. Okazuje
sie, ze réznych ptakéw medrcéw mamy cate mnéstwo. Jeden z nich mozna
w prosty sposéb wyprowadzié z ptaka Turinga U, spetniajacego Uxy =
y(xxy), biorgc UU. Takiego ptaka medrca oznaczymy przez ©. Innym
(i to jest bardzo wazna informacja, z ktérej p6Zniej skorzystamy) ptakiem
medrcem jest ptak Curry’ego Y, zdefiniowany jako Y = BM(BWB), gdzie
M to znany nam juz przedrzeZniacz, natomiast B to drozd, a W to gajowka,
ktérych $piewajace zasady wyrazaja si¢ rownoSciami:

Bxyz = x(yz) oraz Wxy = yxx.

Okazuje si¢, niektére lasy zamieszkale sa przez ptaki o niezwyklych
umiejetnosciach. Wsréd nich mozemy napotkac ptaki logiczne, potrafiace
uprawiac logike zdaniowa (rozdziat 23 w [8]), czy ptaki biegle w arytmetyce
(rozdzial 24 tamze). Poniewaz ptaki logiczne nie bgda odgrywac dla nas
wickszej roli, wystarczy powiedzieé, iz prawdg reprezentuje pustutka K,
natomiast falsz ptak, ktérego nazwe wyspiewa pustulka, slyszac nazwe
ptaka identycznosciowego — czyli KI.

Wigcej miejsca po§wigcimy ptakom z drugiej rodziny. Oczywiscie aby
w ogdle méwi¢ o arytmetyce, musimy wprowadzi¢ liczby naturalne. Po-
moze nam w tym wireonek V, dla ktérego zachodzi Vxyz = zxy. Jedna
z metod reprezentowania liczb naturalnych za pomoca ptakéw jest wyraze-
nie zera za pomoca ptaka identycznosciowego I, natomiast wszystkich liczb
naturalnych dodatnich korzystajac z praka nastepnika N. Wedlug jakich
zasad Spiewa N, aby ptaki odpowiadajace dwém réznym liczbom bylty od
siebie r6zne? Ot6z mozemy zdefiniowaé N jako ptaka, dla ktérego zacho-
dzi Nxy = y(KIl)x. Okazuje si¢, ze wsréd ptakéw biegtych w rachunkach
znajduje si¢ réwniez taki, ktéry odpowiada za odejmowanie jedynki. Jest
to ptak poprzednika P, ktérego okresla nastepujaca zasada: Px = x(KI).
Ostatni ptak, ktérego poznamy, to wykrywacz Z. Styszac nazwe ptaka iden-
tycznos$ciowego, odpowie ,,prawda” (czyli wySpiewa nazwe pustutki K),
natomiast w odpowiedzi na nazwe ptaka reprezentujacego liczbe dodatnig,
odpowie ,,fatsz” (czyli Kl). Nie interesuje nas, jakg nazwe wySpiewa w od-
powiedzi na nazwe ptaka nieodpowiadajacego zadnej liczbie, wazne jest, ze
taki ptak istnieje. Regule rzadzaca jego trelami okresla réwnosé Zx = xK.
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Poznawszy tak wiele gatunkéw, mozemy wreszcie przej$¢ do najistot-
niejszych fragmentéw tej opowiesci.

3 Problem otwarto-domkniety, czyli czy istnieja ptaki
podwdjnie madre?

Wielu informacji o ptakach medrcach i sowach dostarcza nam rozdziat trzy-
nasty z [8]: ,,Galeria ptakéw medrcéw”. Dzigki zawartym w nim zagadkom
dowiadujemy si¢ intrygujacych faktéw o ptakach zyjacych w oszczednych
lasach. Ponizsze stwierdzenia o zaleznoSciach migdzy sowami a ptakami
medrcami wynikaja z nastepujacych zagadek.

Zagadka 19. Ptak medrzec, ustyszawszy nazwe sowy, odpowie, nazywajgc
ptaka medrca.

Zagadka 20. Sowa lubi tylko ptaki medrcow.
Zagadka 23. Sowa lubi wszystkie ptaki medrcow.
Zapiszmy powyzsze informacje w sposéb bardziej formalny.

(%) Jesli'Y jest kombinatorem punktu statego, to jest nim réwniez YO.
**) Kombinator Y jest kombinatorem punktu stalego wtedy i tylko
(*x) Kombi Y jest kombi ktu stak dy i tylk
wtedy, gdy OY =Y.

Zauwazmy, ze (*) nie gwarantuje nam, ze ptaki Y i YO sa sobie réwne.
Co wigcej, mozna pokazad, ze istnieje taki ptak medrzec, dla ktérego row-
nos¢ Y = YO nie zachodzi. Istotnie, jesli wySpiewamy nazwe sowy do
ptaka Curry’ego Y, to odpowie on nazwa ptaka medrca © (na podsta-
wie [6]). Otrzymamy zatem réwno$¢ YO = O, a jak juz zostato wspo-
mniane w rozdziale 2, ptaki medrcy Curry’ego Y i Turinga © nie s3 sobie
réwne.

Tym samym dochodzimy do problemu postawionego przez Statmana.

Zagadka otwarta. Czy istnieje taki ptak medrzec, ktory ustyszawszy nazwe
sowy wyspiewa swojq nazwe? Innymi stowy, czy istnieje taki kombinator
punktu statego Y, dla ktérego zachodzi rownosé¢ Y =YQO?

Zauwazmy, ze jeSli taki ptak medrzec istnieje, wowczas zachodzityby
nastepujace réwnosci:
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OoY=Y=YO.

Czy nalezaloby takiego ptaka nazwac podwdjnie mgdrym? Jak na razie
kombinator o tej wlasnosci, o ile oczywiscie istnieje, doczekal si¢ tylko
oficjalnej nazwy: jest to podwdjny kombinator punktu statego.

Z powodéw historycznych pozwolitam sobie w tytule tego rozdziatu
nazwa¢ omawiany problem otwarto-domknietym. Otdz negatywng odpo-
wiedZ, zgodnie z przypuszczeniami Statmana, podatl w 1997 roku Bene-
detto Intrigila ([3]). Jednak kilka lat p6Zniej Jorg Endrullis znalazt nie-
naprawialny btad w dowodzie Intrigili i tym samym powyzsza zagadka
ponownie zyskata status otwartej. Jak dotad podjetych zostato kilka po-
nownych préb ataku tego frapujacego problemu, opublikowanych miedzy
innymi w [2, 4, 6], ale c6z z tego: hipoteza Statmana nadal czeka na
potwierdzenie.

4 Czy normalizacja Jerzego Pogonowskiego jest mozliwa?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy odwiedzi¢ pewien las, zwany
Lasem Urodzinowym. W lesie tym mieszkaja znani nam juz ptasi bohate-
rowie: orzet E, szczygiel G, ptak identycznosciowy |, séjka J, pustutka K,
ptak nastepnika N, sowa O, ptak poprzednika P, rudzik R, szpak S, ga-
jowska W, ptak Curry’ego Y oraz wykrywacz Z.

Cho¢ problem normalizacji jest nierozstrzygalny (co oznacza, Ze nie
istnieje ogélna metoda pozwalajaca orzekaé, czy dla zadanego ptaka ist-
nieje posta¢ normalna), to o wielu kombinatorach potrafimy bez wickszego
trudu stwierdzi¢, iz nie posiadaja one wtasno$ci normalizacji. Przenoszac
Jerzego Pogonowskiego do Lasu Urodzinowego, otrzymujemy nastepujacy
wynik.

Gl6éwne twierdzenie. Jerzy Pogonowski nie wystepuje w postaci normal-
nej.

Dowédd. Zauwazmy, ze w przypadku rozwazanego kombinatora wystarczy
zastosowac znane nam juz z rozdziatu 2 reguty redukcji, w wyniku ktérych
otrzymujemy:
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JERZYPOGONOWSKI = ER(EYZ)POGONOWSKI
— R(EYZ)(POG)ONOWSKI
— POGO(EYZ)NOWSKI
— O(KI)GO(EYZ)NOWSKI
— G(KIG)O(EYZ)NOWSKI
— IN(O(EYZ))OWSKI
— N(O(EYZ))OWSKI
— O(KI)(O(EYZ))WSKI
— O(EYZ)(KI(O(EYZ)))WSKI
— O(EYZ)IWSKI
— I(EYZI)WSKI
— EYZIWSKI
= YZ(IWS)KI
— Z(YZ)(WS)KI
= YZK(WS)KI

—YZK...K(WS)KI.
—

ile chcemy

Ptak medrzec, ktéry ulokowat si¢ na poczatku powyzszego termu, skutecz-
nie uniemozliwia normalizacj¢. Kazdy normalizowalny kombinator daje
sie sprowadzi¢ do postaci normalnej przez strategi¢ redukcji lewostronnej,
pokazaliSmy zatem, ze dla badanego termu otrzymanie postaci normalnej
nie jest mozliwe. m]

Powyzsze twierdzenie nie powinno by¢ dla nikogo zaskakujace. Istot-
nie, Jerzy Pogonowski jest postacia niezwykla, co w oczywisty sposéb
stoi w sprzeczno$ci z powszechnym rozumieniem slowa ,,normalny”.
O ponadprzecigtnosci bohatera powyzszego wyniku mozna oczywiscie
orzec bez wprowadzania aparatu matematycznego, niemniej nie zaszkodzi
przekonac si¢ o tym, przeprowadzajac formalny dowdd.
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Fantazje matematyczno-dydaktyczne
lingwisty

Robert Sochacki

Na wstepie chcialbym bardzo podzigkowaé Pani prof. Dorocie Lesz-
czynskiej-Jasion za zaproszenie do napisania niniejszego tekstu z okazji
okragtej rocznicy urodzin prof. dr hab. Jerzego Pogonowskiego. Z jednej
strony traktuje to zaproszenie jako wielkie wyrdznienie, a z drugiej mam
pewne obawy, poniewaz pisanie czegokolwiek dla prof. Pogonowskiego
i o prof. Pogonowskim jest wielkim wyzwaniem. Ci, ktérzy Go znaj3,
wiedza, ze bardzo ci¢zko jest zaspokoi¢ Jego poczucie perfekcjonizmu
w niemal kazdym aspekcie. Mam nadziej¢, ze niniejszy tekst nie obnazy
catkowicie moich skromnych mocy intelektualnych i nie stanie si¢ w przy-
szlodci przyczynkiem do ironizowania na moéj temat przez Dostojnego
Jubilata.

Niniejszy tekst pragne podzieli¢ na dwie czesci. Pierwsza bedzie
miata charakter wspomnieniowy, a druga bedzie miata charakter naukowo-
-dydaktyczny, co powinno przypasé do gustu Jubilatowi z racji Jego ostat-
nich zainteresowar.

Zakopane, Jesienna, stawek, kaczory i lokomotywa

Musze catkiem obiektywnie przyznaé, ze mialem wielkie szczeScie poznad
Pogona (mam nadzieje, ze Jubilat wybaczy mi taka poufatos¢). O ile mnie

Robert Sochacki e-mail: rsochacki@uni.opole.pl
Uniwersytet Opolski
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pami¢é nie zawodzi, to pierwszy raz spotkatem prof. Pogonowskiego na
jednej z poczatkowych konferencji Applications of Algebra in Logic and
Computer Science w Zakopanem, ktéra byla zorganizowana przez zespét
pod kierownictwem prof. Joanny Grygiel z Akademii im. Jana Dlugo-
sza w Czestochowie. Bylo to prawdopodobnie w roku 1998 albo 1999
(wiecej informacji na temat tej konferencji mozna znaleZzé w artykule
autorstwa J. Grygiel: ,,Applications of Algebra in Logic and Computer
Science — the Past and the Future”, Bulletin of the Section of Logic, Vol.
47/1 (2018), pp. 59-67). Wyglositem wéwczas referat zwiazany z moja
praca doktorska, ktéra dotyczyla tzw. geometrii kwadratéw. Pamigtam,
7e po referacie podszedt do mnie prof. Pogonowski i chyba nawet mnie
pochwalil za wystapienie. Nie miatem oczywiScie §wiadomosci, kim byt
cztowiek, ktéry zamienit ze mna kilka stéw, ale p6Zniej zostalem poin-
formowany przez moich kolegéw i kolezanki, kim byl méj rozméwca. Od
tego momentu nasze spotkania na tej konferencji byly nader czeste, a nasza
znajomos$¢ ,.konferencyjna” zaczeta powoli wkraczaé takze na grunt o cha-
rakterze niekoniecznie Sci§le naukowym. Wiasnie te nieformalne spotkania
ceni¢ sobie najbardzie;.

Nasz Dostojny Jubilat jest cztowiekiem o wielu talentach, niektérzy
twierdza nawet, ze jest cztowiekiem, ktéry wie wszystko. Pamietam, ze na
ktérejs z wezes$niej wspomnianych konferencji w Zakopanem rozmawiatem
z prof. Andrzejem Pietruszczakiem z UMK w Toruniu. Miat on problem ze
znalezieniem drugiego recenzenta w przewodzie doktorskim dotyczacym
pracy o charakterze interdyscyplinarnym. Po chwili rozmowy ze mna za-
myslit si¢ i powiedzial: ,,Nad czym ja si¢ zastanawiam, wezm¢ przeciez
Pogonowskiego — On wie wszystko”. Taka opinia o Pogonie nie jest oczy-
wiscie dzielem przypadku. Niech za poparciem takiej tezy §wiadczy np.
wykaz przewodéw doktorskich, habilitacyjnych oraz spraw dotyczacych
nadania tytutu profesora, w ktérych prof. Pogonowski byl recenzentem
(promotorem), a takze spis Jego publikacji i wystapien, do ktérych nawiaze
nieco pdzniej. Listy takie robig duze wrazenie i mozna je zobaczy¢ np.
na stronach: Listofreviews.pdf! oraz Listadoktorantow2015.pdf2. Oprécz
liczby takich doktorantéw oraz napisanych recenzji warto tez zwrdcié

Thttp://logic.amu.edu.pl/images/7/75/Listofreviews.pdf (dos-
tep 13 czerwca 2021).

2 http://logic.amu.edu.pl/images/a/ab/Listadoktorantow2015
.pdf (dostep 13 czerwca 2021). (Od Redakcji: Liste recenzji oraz wypromowanych
doktoratow publikujemy w tym tomie na stronach, odpowiednio, 270-276 oraz 277.)
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uwage na obszary wiedzy, ktére one objely. Mozna tu wymieni¢ cho-
ciazby jezykoznawstwo, filozofi¢, nauki o poznaniu i komunikacji spo-
lecznej a takze informatyke. Wickszo§¢ znawcow dorobku naukowo-
-dydaktycznego Jubilata wie, ze Jego zainteresowania w ostatnim czasie
bardzo ewoluowaly, gtéwnie w kierunku dydaktyki matematyki. W swo-
ich artykutach z tego zakresu nawiazywat do takich zagadnieni jak np.:
intuicja matematyczna, intuicja w dydaktyce matematyki, tworcza rola
patologii w matematyce, kontekst przekazu w matematyce oraz zasada
permanencji form. Uwagi dotyczace dydaktyki zawsze odnosit do swojej
postugi dydaktycznej w szkole wyzszej. Odnosz¢ jednak wrazenie (by¢
moze jednak tutaj btadze), ze z czesci Jego publikacji i rozméw ze mna
wylaniata si¢ tesknota za mozliwoScig przetestowania wlasnych hipotez
dydaktycznych na gruncie szkolnym, wsréd mlodziezy licealnej czy tez tej
na nizszych szczeblach edukacji. Z jednej strony moge tylko ubolewa¢ nad
tym, ze nasz Dostojny Jubilat nie mial takiej (lub nie chciat mie¢) mozli-
wosci. Znajac Jego dorobek dydaktyczny gtéwnie w konteks$cie nauczania
logiki, przypuszczam, ze bylibySmy Swiadkami ciekawych eksperymentow
dydaktycznych na lekcjach matematyki. Zabawne i umieszczone w kon-
tekscie praktycznym przyktady ilustrujace zastosowanie logiki do badania
poprawno$ci wnioskowania czy tez do badania niesprzeczno$ci zbioru
formut moglyby w jakiej$ zmodyfikowanej postaci stuzy¢ do weryfikacji
jego pogladéw w zakresie skuteczno$ci nauczania matematyki. Z drugiej
strony nasz Jubilat uczac matematyki dzieci w szkole podstawowej lub po-
nadpodstawowej miatby bardzo utrudnione zadanie w tym zakresie z kilku
powodéw. Teraz uczniowie i ich rodzice réznig si¢ w sposéb istotny od
swoich réwiesnikéw z czaséw miodosci naszego Jubilata, ale tez i z lat
pdzniejszych. Obecnie mlodziez szkolna prezentuje postawe roszczeniowa
i zawsze znajdzie si¢ jaki§ uczen lub jego rodzic, ktéry bardzo skutecz-
nie znieche¢ci nauczyciela do wdrazania nowych pomystéw dydaktycznych.
Nauczyciel w takiej nieréwnej konfrontacji (uczniowie sa chronieni przez
wiele os6b i instytucji) jest skazany w najlepszym przypadku na jakis$ roz-
stréj nerwowy. Bardzo czgste zmiany podstawy programowej z matematyki
nie stuza ani nauczycielom, ani tez uczniom, szczeg6lnie w kontekscie wy-
magan egzaminacyjnych na koniec danego etapu edukacyjnego. Przypusz-
czam, Ze po tych uwagach nasz Dostojny Jubilat bedzie raczej zadowolony,
iz postanowit zy¢ w luksusie postugi dydaktycznej wsrdd studentéw.
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Pozwole sobie teraz wréci¢ do watku, o ktérym wspomnialem wcze-
$niej. Dotyczy on moich pozakonferencyjnych kontaktéw z Pogonem. Od
pami¢tnego referatu w Zakopanem i poznania mojego rozmowcy postano-
witem blizej zglebi¢ obszar Jego naukowych dokonan. Obecnie na stronie
Pub2020jp.pdf3 mozna zapozna¢ si¢ z lista osiagnie¢ naukowych Jubi-
lata, jest tam wyszczegdlnionych 176 pozycji. W poczatkowym okresie,
mniej wigcej do 1989 roku, zdecydowana wigkszos¢ publikacji dotyczyta
zagadnien z zakresu jezykoznawstwa (lingwistyki). Po tym czasie zainte-
resowania naukowe prof. Pogonowskiego zaczety powoli zmierzaé ku pod-
stawom teorii mnogosci, podstawom matematyki, a nastgpnie w kierunku
dydaktyki matematyki. Jego odczyty i publikacje w tym zakresie doty-
czyly miedzy innymi takich kwestii jak: aksjomatyczna teoria mnogosci
Zermelo, paradoks Skolema, aksjomaty ekstremalne, geneza matematyki
wedle kognitywistow oraz umiejscowienie tych zagadnieit w réznych kon-
tekstach. Poza tym Dostojny Jubilat jest Autorem bezcennych (moim zda-
niem) opracowari dydaktycznych z zakresu logiki, z ktérych to, w zmodyfi-
kowanej postaci, korzystam na swoich zajeciach z logiki w§réd humanistéw.
Z tego, co mi wiadomo, to nie tylko ja jestem pod urokiem dydaktycznym
tych opracowan. Maja one bardzo czesto forme prezentacji multimedial-
nych# czy tez maszynopiséw, ktore to miatem sposobno$¢ zobaczy¢ kiedy$
w mieszkaniu Pogona przy ulicy Jesiennej w Poznaniu. Moje wizyty tam
nie byly zbyt czeste, ale zawsze bytem pod ich wrazeniem i to z kilku
powoddéw. Po pierwsze, nigdy wiecej i u nikogo prywatnie nie widzialem
tak ogromnego i tak uporzadkowanego zbioru literatury naukowe;j. Po dru-
gie, tym wizytom zawsze towarzyszyto zwiedzanie Poznania, za kazdym
razem mialem okazje¢ pozna¢ kolejne bardzo ciekawe ,,zakamarki” tego
uroczego miasta. Po trzecie, przy kazdej takiej wizycie moglem liczy¢ na
moje ulubione ,,ciastko”. No i po czwarte, nasze spotkania byly wspaniata
okazja do wymiany uwag i przemyslen na temat nauczania logiki. Takie
s3 moje wrazenia z wizyt na Jesiennej. Mam tylko skromna nadzieje, ze
takze prof. Pogonowski darzy te spotkania jakim§ sentymentem. Pamigtam
nawet, ze kiedy$ nawigzatl do moich wizyt w Poznaniu. Powiedziat wtedy,

3 https://logic.amu.edu.pl/images/2/2e/Pub2020jp.pdf (dostep
27 czerwca 2021). (Od Redakcji: Liste publikacji Profesora Pogonowskiego zawarlismy
w tym tomie na stronach 251-269.)

4 Zob. ,Jerzy Pogonowski — Teksty on line — Zaktad Logiki Stosowanej” (https://
logic.amu.edu.pl/index.php/Jerzy_Pogonowski_-_Teksty_on_1
ine, dostep 28 czerwca 2021).
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ze jestem jedyna osoba sposrdd Jego znajomych, ktéra przy drzwiach wej-
Sciowych do Jego mieszkania zawsze witala Go jakim§ wulgaryzmem.
Szczerze méwigc, nie pamigtam takich powitari z mojej strony, ale nie
widze tez powodu, dla ktérego Pogon w tym przypadku miatby mijac si¢
z prawda. Zapewne powodem uzycia tych wulgaryzméw nie byto pojawie-
nie si¢ w drzwiach osoby wlasciciela mieszkania, ale przypuszczam, ze
powdd tych rzekomych niecenzuralnych stéw lezat gdzie indziej. Ot6z Do-
stojny Jubilat mieszkat na ostatnim pietrze w budynku, ktéry nie posiadat
windy. Pokonanie takiego dystansu bylo dla mnie dos¢ sporym wysitkiem
1 widocznie z tego wzgledu w taki wlasnie sposéb manifestowalem swoje
niezadowolenie.

Wyzej wspomnianym wizytom towarzyszyly oczywiscie rewizyty zlo-
zone w Opolu. Mialy one jednak gtéwnie charakter bardziej oficjalny i wie-
lowymiarowy, jak przystato na osobe¢ Jubilata. Wizyty oficjalne zwigzane
byly z Uniwersytetem Opolskim, w ktérym to prof. Pogonowski upodo-
bat sobie szczegllnie Instytut Matematyki i Informatyki oraz Instytut
Filozofii. W tym pierwszym wspdtpracowat naukowo z prof. Januszem
Czelakowskim, a z drugim instytutem wiaze si¢ ciekawa historia. Wia-
domo, ze prof. Pogonowski uzyskat swoje stopnie naukowe w dyscypli-
nie jezykoznawstwo, ale naukowo udzielat si¢ takze w filozofii i podsta-
wach matematyki. Pami¢tam, ze te pozajezykoznawcze zainteresowania
nasz Jubilat chcial w jaki§ sposéb naukowo usankcjonowaé. Najlepszym
rozwiazaniem, w Jego opinii, miat by¢ doktorat z filozofii. Poniewaz prof.
Pogonowski nie rzuca stéw na wiatr, wigc postanowil rozpocza¢ studia
doktoranckie w tym zakresie. Wybdr padl na Instytut Filozofii Uniwer-
sytetu Opolskiego i bylo to chyba w roku 2009. Pamigtam z opowiadar
innych oséb, w tym. prof. Adama Groblera, ze Dostojny Jubilat czekat
w kolejce z innymi kandydatami na takie studia, zeby wykazac si¢ swoja
wiedza filozoficzng w rozmowie kwalifikacyjnej przed komisja. Przy oka-
zji miat rekomendacje bardzo powaznych profesoréw. Komisja byta bardzo
zaklopotana, widzac kandydata takiego formatu i postanowila nie zadawac
zadnych pyta. Ponadto stwierdzita istnienie bardzo duzego prawdopo-
dobieristwa, ze pracownicy naukowi prowadzacy zajecia na tych studiach
doktoranckich dowiedza si¢ wigcej od kandydata nizZ On od nich. To oczy-
wiscie nie do korica przekonalo prof. Pogonowskiego, aby zrezygnowac ze
swoich planéw. Miat §wiadomos¢ tego, ze jesli si¢ uprze, to komisja bedzie
musiala go przyjaé, bo spetnia wszystkie kryteria z naddatkiem. Ostatecz-
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nie jednak argument komisji, Ze je§li zostanie przyjety, to wtedy beda
musieli odméwi¢ komus$ z mlodych ludzi, bardziej potrzebujacych nauk
ze strony Instytutu Filozofii, byl bardziej skuteczny. Podobno wtedy zwie-
sit smutno glowe i zrezygnowal. Ostatecznie zaproponowano niedosztemu
studentowi prowadzenie zaje¢ na tych studiach z metalogiki. Takie zajecia
byly prowadzone w roku akademickim 2009/2010. W tym samym czasie
dziatala preznie utworzona przy Uniwersytecie Opolskim Grupa Logiki,
Jezyka i Informacji. Jej gléwnym celem bylo m.in. zapraszanie wybitnych
uczonych polskich i zagranicznych z odczytami do Opola. Profesor Po-
gonowski byl jednym z takich zaproszonych prelegentéw i byl uprzejmy
przyjaé zaproszenie az dwukrotnie: w roku 2010 wygtosil odczyt Niewy-
raZalna tesknota za modelem zamierzonym, a w roku 2013 (przy pelnej
sali audytoryjnej) Wesofe zagadki. Ten drugi wyktad zostal niejako ,,zamé-
wiony” przeze mnie na potrzeby edukacyjne gléwnie miodziezy licealnej
z Opola. Znajac dorobek dydaktyczny Jubilata z zakresu logiki i Jego
poczucie humoru w tym zakresie, mialem nadziej¢ na niezapomniang
przygode intelektualng z uczniami szkét Srednich. Nie zawiodlem sie,
wszyscy bawili si¢ §wietnie i wyktad ten zostal na dlugo zapamigtany
przez licealistow. W tym miejscu chciatbym jeszcze dodaé, Ze powstanie
Grupy Logiki, Jezyka i Informacji przyczynito si¢ do organizacji w roku
2012 Europejskiej Letniej Szkoty Logiki, Jezyka i Informacji (ESSLLI).
Szkota taka odbyta si¢ po raz pierwszy w Polsce, wzi¢to w niej udziat ponad
360 uczestnikow i 90 wyktadowcéw z catego §wiata, w tym prof. Pogo-
nowski. W okresie od 2009 do 2012 roku Jubilat dos¢ regularnie odwiedzat
Opole. Uczestniczyt réwniez w cotygodniowych seminariach organizowa-
nych przez prof. Czelakowskiego w Instytucie Matematyki i Informatyki.

Oprécz tych oficjalnych wizyt zwiazanych z Uniwersytetem Opolskim
byly tez wizyty o innym charakterze. Opole lezy na trasie Polskich Kolei
Panstwowych faczacej Poznan z Krakowem, w ktérym corocznie odbywaja
sie¢ Konferencje Historii Logiki oraz, od pewnego czasu, konferencje o na-
zwie ,,Transgresje Matematyczne”. Pogon jest stalym uczestnikiem tych
wydarzen naukowych. Pokonanie takiej trasy pociagiem IC wymaga okofo
6 godzin (w najlepszym potaczeniu to 5 godzin i 20 minut — informacja
ze strony www.pkp.pl), a dla Jubilata, ktérego wielka staboscia sa m.in.
papierosy, taki okres bez ,,dymka” jest nieakceptowalny, by nie powie-
dzie¢ nieludzki (dla podrézujacych inaczej przypomne, ze od pewnego
czasu w pociggach wszelkiego rodzaju jest catkowity zakaz palenia). Ten
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nikotynowy nalég spowodowat przymusowy, niezbyt dlugi, relaksacyjny
pobyt w Opolu. Jest to wspaniale rozwiazanie dla Jubilata z kilku powo-
déw. Po pierwsze, Opole jest mniej wigcej w polowie tej trasy — 3 godziny
maksymalnie sg jeszcze do wytrzymania bez papierosa. Po drugie, mozna
wtedy uzupetni¢ brak dymu w plucach. Po trzecie, mozna odwiedzi¢ jedno
szczegblne miejsce w Opolu, do ktérego Pogon ma niewyobrazalny sen-
tyment. Jest to miejsce niedaleko dworca PKP, do ktérego mozna dotrze¢
pieszo w okoto 10—15 minut. Znajduje si¢ tam urokliwy stawek, na ktérym
jest fontanna. Niedaleko znajduje si¢ amfiteatr, a w nim Narodowe Cen-
trum Polskiej Piosenki oraz Muzeum Polskiej Piosenki. W okresie letnim
mozna przy tym stawku postucha¢ muzyki, ktéra nadawana jest przez za-
montowane tam na state glosniki. Jednak dla Pogona nie to jest gtéwna
atrakcja tego miejsca, tylko ptywajace po stawku ,.kaczory”, jak to zwykl
mawiac Jubilat. Na widok tych ptakéw uwidacznia si¢ druga wielka stabos¢
Jubilata — jest to aparat fotograficzny, przy pomocy ktérego dokumento-
wane sa takie wlaSnie wizyty. Po sesji zdjeciowej kaczoréw nastepnym
etapem krétkiego postoju w Opolu jest wizyta na herbatce (plus ewentu-
alnie jakie§ ciastko) w nieodleglej restauracji o nazwie ,,Radiowa”. Tam
odbywa si¢ dalszy ciag sesji zdjeciowej, ale juz bez pltywajacych ptakéw.
Zdarza si¢ czasami, ze moja skromna osoba uwieczniana jest wtedy na
takich fotkach na tle jakich$ ciekawych kompozycji ro§linnych bedacych
w ogrodku Radiowej. Po krétkim i relaksacyjnym pobycie w tej sympa-
tycznej restauracji towarzysze naszemu Jubilatowi w drodze powrotnej na
stacje PKP Opole Giéwne. Tam nastapi ciag dalszy podrézy do Krakowa.
Zanim jednak dotrzemy do tego miejsca, to oczywiscie aparat fotogra-
ficzny nie ma mozliwosci odpoczaé. Tym razem fotografowane sa rézne
i ciekawe (w opinii prof. Pogonowskiego) zjawiska i wydarzenia majace
miejsce na trasie od Radiowej do dworca. Na stacji Opole Gléwne znajduje
si¢ ostatni element, ktéremu poswiegce kilka koricowych zdar. Przy wejsciu
na teren dworca, po prawej stronie, wladze PKP Opole Gléwne postano-
wity umies$ci¢ wielki wspanialy parow6z jako zabytek, ktory to nasz Jubilat
nazywa lokomotywa. To wlasnie tutaj koriczy si¢ sesja zdjeciowa. Ostatnie
zdjecia zawieraja zawsze lokomotywe (z réznych ujec) i dodatkowo Jubi-
lata na jej tle. Czasami takze ja jestem przymuszany do pozowania na tle
tego zabytku. I tak wtasnie koricza si¢ te coroczne mniej oficjalne wizyty
Dostojnego Jubilata w Opolu.
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Kaczory Lokomotywa

Wspomnialem juz wczesniej, ze wlasnie te ostatnie spotkania (nazwa-
fem je nieformalnymi) sa dla mnie najbardziej wartoSciowe. Stanowia
doskonata okazj¢ do rozméw na rézne tematy, niekoniecznie tylko stricte
naukowe. Wiele poruszanych watkéw dotyczylo dydaktyki matematyki
w szkole ponadpodstawowej, poniewaz piszacy te stowa od wielu lat byt
nauczycielem matematyki w opolskich liceach. Byto to m.in. wtedy, kiedy
prof. Pogonowski pisat artykuly o zasadzie permanencji form oraz o intuicji
matematycznej, ale nie tylko. RozmawialiSmy cz¢sto o postudze dydaktycz-
nej z logiki wéréd studentéw humanistéw, dla ktérych przyswojenie takiej
wiedzy i odpowiednich umiejetnosci byto wielkim wyzwaniem. Zreszta dla
nas, jako wyktadowcéw, tez byla to nietatwa praca dydaktyczna. Znakomita
wickszo$¢ moich studentéw na Wydziale Prawa i Administracji Uniwersy-
tetu Opolskiego (takze na innych kierunkach) kojarzy te dziedzine wiedzy
z matematyka. Staram si¢ jak moge, aby te skojarzenia jak najbardziej od-
dali¢. I tutaj wielce pomocny okazat si¢ prof. Pogonowski. Niezastapione
w tej materii okazaly si¢ Jego opracowania dydaktyczne w formie prezen-
tacji multimedialnych i tekstéw omawiajace pewne zagadnienia z logiki.
Z tego, co mi wiadomo, nie tylko moja skromna osoba korzysta z tych opra-
cowan. To, co wyréznia w sposdb istotny wiele materialéw poS§wigconych
logice i opracowanych przez Dostojnego Jubilata, to:

. réznorodno$¢ tematyczna;

. nieskrepowana dostepnos¢ w sieci;

. mnogo$¢ przyktadéw ilustrujacych omawiane zagadnienia;

. umieszczenie wielu zagadniefi w kontekstach praktycznych (sic!);

B W N =
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5. niezwykla pedanteria w opracowaniu wszystkich znanych mi materia-
1ow;

6. promocja logiki przy pomocy bardzo pomystowych, niesztampowych,
okreslen;

7. nietuzinkowe poczucie humoru towarzyszace niektérym opracowa-
niom.

By¢ moze co§ mi jeszcze umkneto, jesli tak, bylo to niezamierzone.
Mozna to wszystko zweryfikowaé, analizujac np. zawarto$¢ trzeciego z po-
danych wyzej linkéw. Stosowanie takich chwytliwych okresleit w kontek-
Scie logiki jak: Logika radosna, Wesofte zagadki, Marzenia o monogamii,
Heksagonalne ogrody logiki czy tez Agnostyczny jeZ w lesie semantycz-
nym zainteresuje niejednego studenta (humaniste), a o to w dzisiejszych
trudnych czasach chodzi. Niejeden zada sobie np. takie pytanie: C6z w lo-
gice moze by¢ radosnego? albo: Co ma wspdlnego logika z monogamig?
albo jeszcze inne pytanie, ktére sktoni studenta do spojrzenia na zawarto$¢
takiego opracowania. To, co jest bardzo istotne, ale by¢ moze niedopowie-
dziane wprost, to fakt, ze propozycja Jubilata nauczania logiki skierowana
do tzw. humanistéw (i nie tylko) jest bardzo ATRAKCYJINA. Nie tylko
przez wyjscie z logika do sieci, ale przede wszystkim poprzez cheé poka-
zania jej uzytecznosci. Musze przyznac, ze te opracowania prof. Pogonow-
skiego zrobily na mnie bardzo duze wrazenie i odkad dane mi jest nauczac
logiki na kierunkach humanistycznych, to czerpi¢ z tych opracowan petna
gar$cia. OczywiScie wprowadzam troch¢ modyfikacji, nie jestem takim
pedantem terminologicznym i raczej (na ile to mozliwe) pomijam zbyt-
nie formalizmy, ale duch Pogona pozostaje! Odnoszg wrazenie, ze taka
forma przekazu zagadnieni z logiki cieszy si¢ uznaniem studentéw huma-
nistéw i nie kojarzy si¢ juz tak czesto z matematyka szkolna. Wiadomo,
ze studenci kierunkéw niematematycznych w przewazajacej czgSci maja
jaki$ uraz do tego przedmiotu. Nasz Dostojny Jubilat w ostatnich swoich
publikacjach czesto nawiazuje do tego watku. Twierdzi, ze w szkofach na
lekcjach matematyki stosuje si¢ przemoc symboliczng lub tez, ze uprze-
dzenia wobec matematyki sa skutkiem traumatycznych doswiadczer szkol-
nych. Nie bedziemy tutaj omawia¢ szczegdtowo tych kwestii, prawda jest
jednak taka, ze matematyka juz na poczatku nauczania wydaje si¢ przed-
miotem trudnym i panuje powszechne prze§wiadczenie, Ze na co dzieii
mozna sobie bez niej doskonale radzi¢. Przyczyn takiego stanu rzeczy
jest wiele, mozna o tym sobie przeczytaé¢ np. w ksiazce Myslenie mate-
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matyczne. Podstawy, rozwdj, edukacja. Akademicka Oficyna Wydawnicza
EXIT, Warszawa 2020 pod redakcja Jana Gatuszki. Nasz Dostojny Jubilat
dostrzegt potrzebe ocieplenia wizerunku matematyki szkolnej. Tej kwestii
poswiecit wiele uwagi w kontekscie intuicji matematycznej a takze wpro-
wadzonego przez Niego pojecia kontekstu przekazu w dydaktyce matema-
tyce. Zainteresowanych odsytamy do wielu publikacji po§wigconym tym
zagadnieniom. W nastepnej czgsci artykutu podamy pewna propozycje, pe-
wien program, ksztatcenia wsréd miodziezy szkolnej takich umiejetnosci
jak samodzielne, logiczne i krytyczne myslenie, ktére sa niezbedne w pro-
cesie uczenia si¢ matematyki. Nabycie takich kompetencji przez uczniéw
pozwoli im przej$¢ przez etap nauczania matematyki w sposéb bardziej
bezstresowy, ku uciesze naszego zatroskanego Jubilata.

Wez to na rozum

W rozmowach o edukacji szkolnej czesto pada stwierdzenie, ze wspol-
czesna szkola powinna wigkszy nacisk klas§¢ na nauke samodzielnego
mySlenia niz przekazywanie szczegétowych informacji. Jest to z kaz-
dym rokiem prawda bardziej aktualna, gdyZz nasza cywilizacja podlega
tak szybkim zmianom, Ze nauka szczegélowej wiedzy i zwigzanych z nig
umiejetnosci, atrakcyjnych i poszukiwanych w §wiecie, w ktérym uczen
rozpoczyna edukacje, moze by¢ anachronizmem juz w momencie jej za-
koniczenia. W nowoczesnej edukacji wazniejsze od przekazywania spe-
cjalistycznej wiedzy jest rozbudzanie ciekawo$ci poznawczej, rozwijanie
ogdlnych kompetencji intelektualnych i spolecznych oraz wspieranie po-
stawy ukierunkowanej na rozwdj i samopoznanie. Rodzi si¢ zatem pytanie,
jak oprécz niezbednej dawki nauczania ukierunkowanego na kompetencje
zwigzane z okre§lonym typem wiedzy (historycznej, matematycznej, przy-
rodniczej) wspdlczesna szkota moze wspierac rozw6j dyspozycji intelektu-
alnych przydatnych na wszystkich etapach rozwoju technologicznego i we
wszystkich dziedzinach nauki i zycia. Kilku pracownikéw Instytutu Filozo-
fii Uniwersytetu Opolskiego podjeto si¢ opracowania ksigzki, na bazie kt6-
rej mozna byloby ksztalci¢ wtasnie takie dyspozycje intelektualne. Ksigzka
taka o tytule WeZ to na rozum, ktérej autorami s3 Adam Grobler, Piotr Le-
Sniak oraz Robert Sochacki, powstala na bazie doS§wiadczeft zwigzanych
z realizacja dwoch projektéw dydaktycznych Narodowego Centrum Badan
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i Rozwoju. Oba projekty pod nazwami ,,Logiczny uczefi gimnazjum jako
IIT misja Uniwersytetu Opolskiego” oraz ,,Logiczny uczefi szkoty ponad-
gimnazjalnej jako III misja Uniwersytetu Opolskiego™ zrealizowano w la-
tach 2017-2019. Obejmowaly one swoim zasiggiem okoto 500 uczniéw
szkét gimnazjalnych i ponadgimnazjalnych w 11 szkotach z terenu Opola,
Dobrzenia Wielkiego oraz Ryduitow.

Udzial pracownikéw Instytutu Filozofii Uniwersytetu Opolskiego w re-
alizacji obu tych przedsiewzie¢ wynikat z kilku istotnych przestanek.
Pierwsza z nich bylo ogloszenie w roku 2016 konkursu na projekty Edu-
kacji Filozoficznej w gimnazjach i szkotach ponadgimnazjalnych przez
Narodowe Centrum Badari i Rozwoju. Takie zapotrzebowanie wynikato
m.in. ze stwierdzenia wsréd mtodziezy szkolnej bardzo istotnych brakéw
w zakresie kompetencji zwiazanych z poprawnym argumentowaniem, kry-
tycznym, samodzielnym mysleniem, logika i heurystyka. Potwierdzeniem
takiego stanu rzeczy jest m.in. zawarto$¢ raportu Instytutu Badain Edu-
kacyjnych [1], w ktérym Autorzy prezentuja wyniki badan w zakresie
efektow nauczania filozofii (edukacji filozoficznej) na Il i IV etapie edu-
kacyjnym. Wiadomo, ze tylko w niewielkiej czgdci szkoét nauczanie filo-
zofii jest faktem, a zatem dobrym materialem do rozwazan byla analiza
wszystkich odpowiedzi na jedno z postawionych tam pytad: czym si¢ te
szkoly charakteryzuja oraz w jaki sposéb i dlaczego prowadza nauczanie
filozofii (edukacji filozoficznej). Przytoczymy tutaj tylko niektére z wielu
cennych spostrzezen nauczycieli prowadzacych zajgcia z edukacji filo-
zoficznej. W§réd niewatpliwych korzysci z prowadzenia tego typu zajec
mozna zaliczy¢ wyrobienie u uczniéw takich kompetenciji, jak:

— samodzielno$¢ mysSlenia, lepsze rozumienie §wiata, ludzi i samego
siebie;

twércze i krytyczne mys§lenie oraz wrazliwos$¢ moralna;

jasne prezentowanie wlasnych stanowisk w dyskusji poparte rzetelna
argumentacja i przyktadami;

rozpoznawanie i rozumienie probleméw.

Powyzej zostaly wymienione tylko cztery, najbardziej cenione, umie-
jetnosci podawane przez nauczycieli prowadzacych zajecia z edukacji fi-
lozoficznej. We wspominanym raporcie mozna tez znalez¢ wiele innych
interesujacych wnioskéw dotyczacych zalet wprowadzenia takich zajec
w edukacji szkolnej. Druga istotna przestanka bylo zdiagnozowanie braku
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takich samych (jak wyzej wymienione) kompetencji wsréd naszych studen-
tow lat pierwszych na kierunkach filozofia i coaching filozoficzny, a takze
na innych kierunkach, na ktérych prowadzone sa zajecia z logiki i filozofii.
Uznali$my zatem za celowe wiaczenie si¢ do tego konkursu i przeniesienie
doswiadczen nabytych w pracy z mlodzieza szkolng na grunt akademicki,
by wykorzysta¢ cenne spostrzezenia w pracy dydaktycznej z naszymi stu-
dentami. Trzecig przestanka, ktéra sktonita pracownikéw Instytutu Filo-
zofii do uczestnictwa w tych projektach, byta mozliwos¢ wydania dla sze-
rokiego grona odbiorcéw (uczniowie, nauczyciele, rodzice) interesujacej
pozycji dydaktycznej, ktéra bedzie wykorzystana do zwigkszenia poziomu
kompetencji w zakresie umiejetnosci ,,miekkich” takich jak: umiejetnosé
dyskutowania, wyciggania wnioskéw oraz logicznego my§lenia. W naszej
opinii rynek wydawniczy nie oferuje ksigzki o profilu zblizonym do na-
szej. Mozna oczywiScie naby¢ ksigzki, ktére oferuja mtodziezy szkolnej
(akademickiej) ksztalcenie logicznego myslenia w formie zabawowej, ale
zawieraja one w wigkszoSci przypadkéw zagadki (zadania) o charakte-
rze logiczno-matematycznym. W tym miejscu serdecznie polecam taka
pozycje ksiazkowa z roku 2007 o polskim tytule Przedrzeiniac przedrzez-
niacza, ktéra powstala jako przektad pracy Raymonda Smullyana o tytule
To Mock a Mockingbird and Other Logic Puzzles: Including an Amazing
Adventure in Combinatory Logic, z angielskiego przetozyt oczywiScie nasz
Dostojny Jubilat. Znane s3 takze inne zagadki autorstwa prof. Pogonow-
skiego umieszczone w kontek$cie matematycznym zawarte np. w pliku
Wesote zagadki dostgpnym na stronie internetowej z tekstami online.
Autorzy starali si¢ napisa¢ t¢ ksiazke w jezyku, ktéry bedzie przyja-
zny dla jak najwigkszego kregu odbiorcéw. Z jednej strony byto to zadanie
dos¢ trudne, poniewaz ksiazka w duzej czgsci rozwazan dotyczy zagadnien
logiki, a ta (z racji swojej specyfiki) skazana jest (w znacznej mierze) na
postugiwanie si¢ r6znego rodzaju formalizmami. StaraliSmy si¢, wszedzie
tam, gdzie tylko to mozliwe, omija¢ symbole logiczne, ale nie zawsze taka
opcja byla dostepna (np. w przypadku schematéw zdan jezyka potocz-
nego i pokrewnych zagadnien). Z drugiej strony mieli§my nieco ulatwione
zadanie, poniewaz oprécz do§wiadczen w pracy naukowo-dydaktycznej
na Uniwersytecie Opolskim autorzy tej ksiazki maja takze do§wiadczenie
dydaktyczne w pracy z mtodzieza szkolna, a wigc w miare potrzeb stoso-
wano intuicyjne odpowiedniki wielu pojec. Wiadomo jednak, ze intuicja
ma swoje plusy i minusy (przypomne¢ w tym miejscu, Ze na temat intuicji
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bardzo wiele pisat prof. Pogonowski). Z jednej strony moze ona stanowi¢
przyczynek dla wielu odkry¢, a z drugiej moze by¢ ztudna i prowadzi¢ nas
na manowce. Ufamy jednak, ze w tej ksigzce wszelkie intuicje zwiazane
z uzywanymi przez nas zamiennikami poje¢ nie beda prowadzi¢ do nie-
porozumien, ale wyzwala¢ beda kreatywno$¢ i pobudza¢ do poszukiwania
niestandardowych rozwiazan, bedac krokiem w stron¢ zamierzonego przez
nas celu, tzn. ksztaltowaniu umiejetnosci krytycznego i samodzielnego my-
Slenia, umiejetnosci prowadzenia racjonalnej dyskusji (argumentacji). Na
razie ksigzka skfada si¢ z sze$ciu rozdziatéw, ale w finalnej wersji moze
by¢ inaczej (trwaja jeszcze dyskusje autoréw nad ostatecznym ksztaltem,
ale zawarto$¢ si¢ nie zmieni). Pierwszy i drugi rozdzial jest po§wigcony
opisowi realizacji projektu wsréd uczniéw gimnazjéw. W tej grupie doce-
lowej projektu szczegdlng uwage po§wiecono zajeciom warsztatowym.
W ramach tych zaje¢ stosowano tzw. coachingowe metody nauczania,
w tym metoda majeutyczna oraz dialog sokratejski. Istota takich metod
zostala scharakteryzowana w rozdziale I. Rozdzial II zawiera skrécony
opis catego cyklu zajeé, ktory sktadat sie z 15 moduléw tematycznych oraz
5 scenariuszy wybranych zaje¢, ktére moga stanowi¢ pewnego rodzaju
szablon dla realizacji pozostatych tematéw modutowych. Rozdziat III za-
wiera opis bardzo istotnych narzedzi logicznych, za pomocg ktérych mozna
weryfikowaé poprawnos$¢ wnioskowan. Méwimy tam m.in. o diagramach
Venna (ktdre to sg takze wykorzystywane w nauczaniu matematyki i sa bar-
dzo przydatne np. w rachunku zbioréw i rachunku prawdopodobieristwa).
Rozdzial ten jest napisany w przyjaznym dla ucznia jezyku. StaraliSmy si¢
oming¢ formalizmy typowe dla logiki tam, gdzie bylo to mozliwe. Jednak
w przyktadach, w ktérych nasze intuicje mogltyby zwie$¢ nas na manowce,
zaproponowaliSmy uzycie schematéw zdan, ktére w sposéb niebudzacy
watpliwosci rozstrzygaja kwestie poprawnosci wnioskowan. Wprowadzi-
lisSmy tam takze jedno z najwazniejszych poje¢ wystepujacych w logice —
pojecie wynikania logicznego, a takze wazne w teorii komunikacji pojecie
wynikania konwersacyjnego. Nie tworzyliSmy schematéw abstrakcyjnych
wnioskowan, ale takie schematy, ktére dotyczyly wnioskowar umieszczo-
nych w kontekscie praktycznym. W rozdziale IV omoéwiliSmy zastosowa-
nie wczesniej wprowadzonych narzedzi logicznych do analizy probleméw
zwigzanych z istnieniem Boga, w szczegdélnosci do kwestii poprawnosci
dowodéw na istnienie Boga. Watek ten zostat takze poszerzony o pojecie
,.zakladu Pascala” oraz o pojecie uzytecznosci oczekiwanej, co wymu-
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sito takze poruszenie zagadnienn zwiazanych z rachunkiem prawdopodo-
biefstwa. Rozdzial V ma dosy¢ szeroka formule tematyczna, ale Scisle
zwiazang ze sfera krytycznego, samodzielnego myslenia. OméwiliSmy tu-
taj m.in. problemy dotyczace naszej codziennej wiedzy (jej Zrédta, jej cha-
rakteru), zwiazkow o charakterze przyczynowo-skutkowym, rozumowan
indukcyjnych. PoruszyliSmy takze zagadnienia metodologii badar, takich
jak: obserwacja, wyjasnianie, eksperyment, hipoteza, zasada krytycyzmu.
Wszystkie te pojecia sa wkomponowane w sytuacje dnia codziennego —
takie, ktdre sa faktem i takie, ktére moga mie¢ miejsce. Odnosimy si¢ do
bardzo waznego problemu kierowania si¢ w naszym Zyciu stereotypami,
ktére deformuja nasze myslenie. Nawigzujemy takze do bardzo waznych
pojec filozoficznych, ktére towarzysza nam codziennie w naszych interak-
cjach. Czesto sobie lub innym zadajemy pytania postaci: Czy w naszym
spoteczenstwie obowigzuje zasada réwnosci? Kiedy dang sytuacje zyciowa
mozna nazwaé dylematem moralnym? Co to jest dobro? Kiedy mamy do
czynienia ze sprawiedliwo$cia? Zadnego z tych bardzo waznych pytan nie
pozostawiamy bez odpowiedzi. Podajemy rézne rozstrzygnigcia, ktére zo-
staly zaproponowane przez wielkich uczonych oraz wtasne przemyslenia.
Ostatni, VI rozdzial zawiera skrécony opis programu zaje¢ dla uczniéw
szk6t ponadpodstawowych oraz trzy przyktadowe scenariusze zajec¢ dla
uczniéw szkdt ponadpodstawowych.

Teraz kilka zdan o tych projektach. W Instytucie Filozofii Uniwersytetu
Opolskiego powstal zespot w sktadzie: prof. Iwona Alechnowicz-Skrzy-
pek, prof. Adam Grobler, prof. Robert Sochacki oraz dr Piotr Le$niak
do opracowania programu odpowiednich zaje¢. Powstaly ostatecznie dwa
rézne programy zaj¢¢ —jeden dla uczniéw gimnazjum, a drugi dla uczniéw
liceum. Kazdy z nich przewidywal po 30 godzin lekcyjnych zaje¢, ktére
mialy by¢ zrealizowane w trakcie trwania roku szkolnego. Kazda grupa
uczniéw mogla liczy¢ maksymalnie 20 uczestnikéw. Podczas zaje¢ byly
stosowane gtéwnie metody aktywizujace pozwalajace na realizacje zamie-
rzonych celéw. Zatozylismy, ze efektem realizacji tych projektéw powinno
by¢ przede wszystkim:

pobudzenie u uczniéw ciekawosci poznawczej,

poprawa umiejetnosci analizy i syntezy,

wyksztalcenie umiejetnosci poprawnego wnioskowania,

wyksztalcenie umiejetnosci poprawnej argumentacii,
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— rozwini¢cie zdolnos$ci do zadawania pytari i podejmowania préb od-
powiedzi na nie, z uwzglednieniem réznych punktéw widzenia.

Metody i formy prowadzenia zaj¢¢ byly dobierane adekwatnie do po-
trzeb uczestnikéw tego projektu, tj. byty zgodne z potrzebami wynikajacymi
zich wieku rozwojowego i poziomu poznawczego. Najwazniejszymi sktad-
nikami obu programéw zaje¢ byly ¢wiczenia i warsztaty aktywizujace sa-
modzielne myslenie. Intencjg autoréw obu programéw nie byto zwigkszenie
za wszelkg cene poziomu wiedzy z logiki czy tez z filozofii, ale praktyczne
wykorzystanie narzedzi, ktére te dwie dziedziny wiedzy oferuja. Gléw-
nym celem realizowanych tematéw bylo ¢wiczenie krytycznego mysSlenia
w konkretnych sytuacjach problemowych. Dzigki takim zajeciom ucznio-
wie mogli do§wiadczy¢, na czym polega analiza problemu, poszukiwanie
rozwigzan i ich krytyczna selekcja. Oczywiscie, aby wykorzysta¢ kon-
kretne narzedzia w rozwigzywaniu probleméw, przewidziano niewielka
czed¢ zajec poswigcong wyktadom i pogadankom. Dominujaca forma zajeé
byly jednak zajecia grupowe, ktérych celem (oprécz wymienionych wcze-
$niej) bylo ksztattowanie umiejetnosci wspétpracy w ramach grupy, a takze
rozwdj odpowiednich postaw spotecznych. Uczniowie, uczac si¢ pracy ze-
spotowej, dostrzegali pozytywne strony takiej formy dziatania.

Prawie na zakoniczenie proponuje jeszcze kilka uwag, ktére z pelnym
zrozumieniem przyjmie nasz Dostojny Jubilat (tak ufam). Co do tego, ze
wsrdd uczniéw réznego typu szkét wystepuja powazne deficyty w sferze
takich umiejgtnosci jak: samodzielne krytyczne myslenie, twércze mysle-
nie, rozpoznawanie i rozumienie probleméw, a takze prowadzenie rzetelnej
argumentacji, nie musimy chyba nikogo przekonywac. Taki stan rzeczy po-
twierdzit cytowany wcze$niej raport Instytutu Badai Edukacyjnych, ale tez
raport Najwyzszej Izby Kontroli z maja 2019 r. Raport NIK dotyczyl wy-
nikéw kontroli w zakresie nauczania matematyki w szkotach. Matematyka
jest szczegdlna dziedzing wiedzy, tak jak logika. Bez logiki nie ma mate-
matyki, ale tez liczne umiejetnosci, ktére byty ksztalcone w ramach zajec
projektowych, sa bardzo przydatne na gruncie matematyki. Wiadomo, ze
od wielu juz lat odchodzi si¢ od sformalizowanych metod rozwigzywania
zadan matematycznych. Stawia si¢ teraz raczej na metody heurystyczne,
pewnego rodzaju pdéjscie na skréty, ale przy jednoczesnym przestrzega-
niu poprawno$ci wynikania jednych zdan z innych. Dlatego wykorzystanie
ksztalconych przez nas umiejetnosci moze okazac si¢ bezcenne na lekcjach
matematyki. Zacytujemy tutaj jedna z opinii napisanych na potrzeby ra-
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portu NIK (pozwalamy sobie nieco ja zmodyfikowaé dodajac przymiotnik
,logiczny” obok zwrotéw zwigzanych z matematyka):

Powszechnie zgadzamy si¢ ze sfowami I. Kanta, Ze Zaden kraj z ambicjami nie
moze by¢ krajem analfabetéw matematycznych (logicznych). Z drugiej jednak
strony bez sprzeciwu przyjmujemy stwierdzenia politykéw, publicystéw, dzien-
nikarzy, ze matematyki (logiki) nigdy nie rozumieli, a na maturze po prostu
$ciagali. Dajemy cichg aprobatg publicznemu prezentowaniu niewiedzy czy ma-
tematycznej (logicznej) ignorancji. Przeciez sposréd wielu dziedzin dziatalnosci
czlowieka matematyka (logika) wydaje si¢ najbardziej, poza sztuka, predyspo-
nowana do rozwijania myslenia odkrywczego, do wspierania rozwoju jednostki
i spoleczenistwa. Uniwersalne znaczenie matematyki (logiki) zwiazane jest z abs-
trakcyjnym rozumowaniem oraz wnioskowaniem, dostrzeganiem, formutowa-
niem i rozwiazywaniem probleméw. Matematyka (logika) daje nam uniwersalne
narzedzia poznaniaS.

W kontekscie powyzszego cytatu warto si¢ tutaj odnie$¢ do zajeé pro-
wadzonych w szkotach ponadgimnazjalnych, szczegélnie w klasach matu-
ralnych. Okazalo si¢, ze narzedzie, ktére oferuje logika, zwane diagramami
Venna (kotami Eulera), pozwala w sposéb niezwykle sprytny (jednocze$nie
subtelny) rozwigza¢ wiele probleméw matematycznych zwigzanych np.
z rachunkiem prawdopodobienistwa (dowodzenie twierdzefi dotyczacych
wlasno$ci prawdopodobiefistwa zdarzen) czy tez innych zadafi (popraw-
no$¢ dowoddéw na istnienie Boga), gdzie modelowanie za pomocg diagra-
mdéw znacznie upraszczalo tok rozumowania i pozwalato na podstawie sa-
mego ogladu sytuacji graficznej formutowac wiele ciekawych hipotez. Jed-
nym z zaleceni pokontrolnych NIK byla sugestia, aby przywréci¢ w podsta-
wie programowej ksztatcenia ogélnego elementy logiki, dzigki ktérej kom-
petencje zwigzane z poprawnym rozumowaniem i argumentacja powinny
sta¢ si¢ bardziej powszechne. To, co robiliSmy na zajeciach z mtodzieza
szkét licealnych, to wlasnie ¢wiczenie takich kompetencji, ktére nalezato
wykorzystaé w zyciu codziennym, a w dalszej perspektywie na lekcjach
matematyki. Fundamentalnym pojeciem, ktére bylo omawiane w przer6z-
nych kontekstach (tych o charakterze matematycznym tez, ale rzadko), byto
pojecie wynikania jednych zdan (wnioskéw) z innych zdan zwanych prze-
stankami. Okazato si¢, ze wiele rozumowan przeprowadzanych na co dzief
posiada bardzo wiele wad z punktu widzenia logiki, gtéwnie brak zwiazku
wynikania mi¢dzy przestankami a wnioskiem. Do czego takie utomnosci
prowadzg, to mozna sobie obejrze¢ lub postuchaé lub przeczytaé, szczegdl-

5 Najwyzsza Izba Kontroli, Informacja o wynikach kontroli. Nauczanie matematyki
w szkotach. V 2019, s. 6.
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nie w kampaniach reklamowych czy tez wyborczych. Brak jakiejkolwiek
wiedzy o elementarnych zasadach szeroko pojetej kultury logicznej pro-
wadzi do chaosu komunikacyjnego i zwykiego betkotu intelektualnego.
StaraliSmy si¢ w sposob bardzo przyjazny (gry, zabawy, praca w grupach,
warsztaty, malo liczne grupy, dyskusje, debaty) uczuli¢ mtodziez szkolna
wlasnie na takie zachowania, ktére moga prowadzi¢ do przykrych konse-
kwencji, jesli tylko zignoruje si¢ pewne zasady, ktérych przestrzeganie za-
leca logika (filozofia). Mamy wielka nadzieje, Ze ksigzka ta, ktéra powstata
na bazie do§wiadczerh w dwuletniej pracy dydaktycznej pracownikéw In-
stytutu Filozofii Uniwersytetu Opolskiego z mtodzieza szkolng, przyczyni
si¢ do zmian w §wiadomosci wielu mlodych ludzi. Ksigzka WeZ to na ro-
zum nie zostala jeszcze opublikowana, chociaz juz jest od pewnego czasu
napisana. Ten poslizg czasowy zwigzany z publikacja wynika w gtéwnej
mierze ze zmian, jakie spowodowala pandemia COVID-19. Autorzy ufaja
jednak, ze publikacja nastapi pod koniec tego roku kalendarzowego albo
na poczatku przysztego.

Teraz juz na zakoniczenie proponuj¢ maty fragment z tej ksiazki. Bedzie
W nim mowa o poprawnym rozumieniu stowa ,,niektére”. Jest to o tyle
wazne, ze znakomita wiekszo$¢ studentéw pierwszych lat na zajeciach
z logiki oraz uczniéw bioracych udziat w zajeciach zrealizowanych projek-
téw miala zupelnie inne skojarzenia zwigzane z tym pojeciem.

Co to znaczy ,,niektore’’?

Czy stad, ze niektére blondynki sa inteligentne, mozna wyciggnaé wnio-
sek, ze niektdre nie s3? Wydaje si¢, ze tak. Skoro o niektérych blondynkach
moéwi sie, Ze sg inteligentne, to zostajg jeszcze jakies inne blondynki, ktére
sa nieinteligentne. Czy na pewno? O tych pozostatych blondynkach, o kt6-
rych nie powiedziano, ze s3 inteligentne, nie powiedzialo si¢ przeciez, ze sa
nieinteligentne. Nic o nich nie powiedziano. Bez dodatkowych informacji
nic o ich inteligencji nie wiadomo. Wniosek, ze niektére blondynki sa nie-
inteligentne, jest nieuzasadniony. Niezaleznie od tego, czy jest prawdziwy.
Zeby to lepiej zrozumieé, rozwazmy zdanie ,, Kundzia Blond jest inteli-
gentna”. Czy stad mozna wyciggnaé wniosek, ze niektére inne blondynki
s nieinteligentne? Zaraz, zaraz. Jakie inne? Skad wiadomo, ze Kundzia
Blond jest blondynka? Nie trzeba przeciez by¢ krélem, zeby nazywac si¢
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B I

Rysunek 1. Co to znaczy ,,niektére”? Iustracja przyktadu z tekstu.

Krdl, a kto si¢ nazywa Malysz, niekoniecznie jest malutki. No dobra. Nie
dates sig, Czytelniku, nabraé. Zatézmy wiec dodatkowo, ze Kundzia Blond
jest jednak blondynka, przynajmniej na razie, dopdki nie przemaluje si¢ na
rudo. Kundzia Blond jest inteligentna. Czy zatem stagd mozna wyciagnac¢
wniosek, ze niektére inne blondynki sg nieinteligentne? Oczywiscie, ze
nie. Nic o innych blondynkach nie wiadomo. Za to stad, ze Kundzia Blond
jest inteligentna, mozna wyciaggng¢ wniosek, ze niektére blondynki sg in-
teligentne. Kundzia jest ta niektdra. Jezeli Kundzia Blond jest inteligentna
(i jest blondynkg), to co najmniej jedna blondynka jest inteligentna. Za-
tem ,,niektére” znaczy ,,co najmniej jedna”. Stad jednak, ze co najmniej
jedna blondynka jest inteligentna, nie mozna wnioskowaé, ze co najmnie;j
jedna blondynka jest nieinteligentna. Rzecz mozna przedstawié¢ na diagra-
mie (rys. 1). Niech koto zétte B reprezentuje zbiér blondynek, za$ koto
czerwone I zbidér os6b inteligentnych.

Wéwezas obszar pomaraiiczowy — cze$¢ wspélna kota zéitego i czer-
wonego — reprezentuje zbidr inteligentnych blondynek. Zdanie ,,Niektére
blondynki sa inteligentne” méwi, ze w obszarze pomaraiiczowym znajduje
si¢ co najmniej jedna osoba, na przyktad Kundzia Blond. Natomiast nic nie
méwi o obszarze z6itym, ktory reprezentuje blondynki nieinteligentne. Nie
jest wykluczone, ze nie ma w nim nikogo. Zupelnie tak samo, jak nic nam
to zdanie nie méwi o obszarze czerwonym, ktéry reprezentuje inteligentne
nie-blondynki, ktéry réwniez moze by¢ zupelnie pusty. Z do§wiadczenia
pewnie wiesz, ze oba te obszary sa niepuste. Co innego jednak jest wiedzie¢
co$ z doSwiadczenia, a co innego wycigga¢ wnioski z przestanki ,,Niektore
blondynki sa inteligentne”. Gdyby z6tty obszar byt pusty, znaczyloby to,
ze wszystkie blondynki sg inteligentne. Wszystkie musiatyby si¢ zmiescic
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W obszarze pomaraficzowym. Zatem ,,niektére” nie znaczy ,,nie wszyst-
kie”. Moze i wszystkie, dopdki nie dostaniemy informacji przeciwne;j.
Zdanie ,,Nie wszystkie blondynki sa inteligentne” méwi, ze nie wszyst-
kie mieszcza si¢ w obszarze pomarariczowym, jakie§ musza si¢ znalez¢
w obszarze z6itym. Stad rzeczywiScie mozna wywnioskowac, ze niektére
blondynki sa nieinteligentne. Ale, jak powiedzialem, przestanka si¢ zmie-
nifa. Dlatego zmienif si¢ wniosek. Na marginesie: zmiana przestanek moze
prowadzi¢ do zmiany wniosku, ale nie musi.

No dobrze. Skoro stad, ze niektére blondynki sa inteligentne, nie mozna
wnioskowad, Ze niektdre nie sg, to dlaczego nam si¢ wydaje, Ze mozna to
wywnioskowa¢? Ot6z w pewnym sensie wydaje nam si¢ catkiem dobrze.
Zdanie ,,Niektdére blondynki sa inteligentne” daje nam do zrozumienia,
ze niektdre nie sa. Ta sugestia bierze si¢ zdomniemania, Ze nasz rozméwca
chce nam powiedzie¢ wszystko, czego chcemy si¢ od niego dowiedziec.
Gdyby wiedzial, ze wszystkie blondynki sa inteligentne, powinien nam
o tym powiedzie¢. Skoro tego nie méwi, to sugeruje nam, ze wedle jego
wiedzy nie wszystkie blondynki sg inteligentne. Jezeli wie, ale nie powie,
to znaczy, ze obojetne mu s3 jego oczekiwania wobec niego. Zachowuje
sie¢ podobnie jak kto§, kto czestuje nas zupa, ale nie daje nam tyzki. Inaczej
moéwigc, powiedzie¢ w rozmowie ,,Niektére blondynki sg inteligentne”
znaczy ,,Niektore nie s3” lub ,,Wiem, ze wszystkie, ale ci tego nie po-
wiem”. Takie poSrednie dawanie do zrozumienia jest w mowie potocznej na
porzadku dziennym. Kiedy przyszedlem na uczelni¢ w nowej marynarce,
kolega na méj widok powiedzial: ,,Ho, ho, niektérym to si¢ powodzi!”.
Dat mi w ten spos6b do zrozumienia, ze innym — przypuszczalnie jemu —
powodzi si¢ gorzej. Z jego komentarza jednak nie sposéb wywnioskowa¢é
logicznie, ze nie wszystkim dobrze si¢ powodzi. Wzigta dostownie, jego
wypowiedzZ znaczy tylko tyle, Ze przynajmniej jednej osobie — nawet nie-
koniecznie mnie — dobrze si¢ powodzi. O innych nie ma mowy wprost. Jest
tylko sugestia, ktdrej tres¢ na ogét zalezy od kontekstu rozmowy. Logika
natomiast méwi o takich zwigzkach miedzy zdaniami, ktére nie zalezg
od kontekstu, od sytuacji, w ktorej zostaly wypowiedziane.
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Z. logikiem w puszczy

Mirostaw Gérny

Profesora Pogonowskiego poznalem w roku 1984. Byt wtedy na stypen-
dium Humboldta i do Polski przyjechal na krétko. Mialem pracowaé w jego
zakladzie i stad nasze krétkie spotkanie.

Minglo parg lat — nadeszly kolejne wakacje.

Lubitem wiéczy¢ si¢ w lecie z namiotem wzdluz rzek. Zwykle byto nas
trzech czy czterech, ale czasami jechato tylko dwoch. Trudno byto zebrad
ludzi ktérzy akurat mieli czas i ktérym nie przeszkadzalo dZzwiganie ple-
cakéw i codzienne rozbijanie i zwijanie namiotéw. Co wigcej — musieli to
by¢ ludzie, ktérym odpowiadaly te prymitywne warunki wtéczegi i ktérych
charaktery pozwolily przetrwa¢ bez konfliktu kilkanascie dni razem.

Tego roku zaproponowatem widczege Profesorowi. Przypuszczalem,
ze jest facetem, ktdry sie do takich wypadéw nadaje. Nie pomylitem si¢
W najmniejszym stopniu.

Profesor zgodzit si¢ od razu. I tak zaczely si¢ nasze wtdczegi.

Rzeka

Rzeki maja szczeg6lny urok. Mozna wedrowaé wzdluz brzegu i podziwiac
ciggle nowe widoki. I co wazne — zwykle mozna nad nimi znalez¢ wygodne
miejsca do biwakowania.

Dzisiaj pewnie wyglada to inaczej. Brzegi sa zagradzane i zabudowy-
wane. Wiele malowniczych miejsc zostalo bezpowrotnie zniszczonych.
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Nie ma juz starych chat, na ktére mozna bylo trafi¢ jeszcze 30 lat temu.
Ale rzeki ptyna dalej. Zapewne troche czystsze. Czgsto ze §ladami licznych
obecnie bobréw. A czasem oszpecone kikutami drzew, ktére nie przezyly
najazdu kormoranéw.

WiéczyliSmy si¢ po Zaleczu. Warta tam szeroko si¢ rozlewa i tworzy
wspaniale przelomy ze sterczagcymi wapiennymi ostaficami.

Brzeg byt diabelnie zarosnicty i wydawalo si¢, ze drugi brzeg lepiej na-
daje si¢ do marszu. Zatem przechodzimy na druga stron¢. Mostu w poblizu
nie bylo. Rzeka ptytka, bo rozlana. Trzeba po prostu ja przekroczyc.

Weszlismy do wody tak jak maszerowaliSmy. Nikt sobie takimi pierdo-
fami jak Sciaganie butéw, spodni itd. glowy nie zawracatl. . . RobiliSmy tak
nieraz. Przechodzac rozlewiska i bagna, nigdy nie zdejmowaliSmy butéw,
bo oczywiste, ze tazenie boso grozito skaleczeniem. A spodnie w letnim
upale wysychaty blyskawicznie.

Wody bylo niewiele — siggata najwyzej do pétuda. Idziemy powoli,
uwazajac, zeby nie wpasé do jakiej§ dziury. Nagle czuje, Ze nogi mi si¢
rozjezdzajq.

Kurzawka — niech to szlag!

Odwracam si¢ do Profesora i rycze — Do brzegu! Szybko!

Stopy juz grzezna, ale daje si¢ jeszcze je wyciagnal. Jeszcze kilka
metréw. Woda zaczyna si¢gaé pasa. Ale juz czuje twardszy grunt. Jeszcze
dwa kroki i stoimy po pas w wodzie pod zwisajacymi galeziami. No plaza
to nie jest. Ale jednak brzeg. Wdrapujemy si¢ na gore.

Siadamy pod drzewami i zapalamy. Profesor $mieje si¢ bezglo$nie
i méwi swoje: ,taaaak...”

Warta to byla autostrada. Wzdluz niej prowadzity na ogét Sciezki wy-
deptane przez wedkarzy i klusownikéw, a czasem nawet polne drogi.
Ale Gwda, czy taka Btedzianka w Puszczy Rominckiej, to bylo zwy-
kle przedzieranie si¢ przez krzaki, zapadanie w bloto grzaskich brzegéw
i opedzanie od rojow komaréw.

Profesor wéwczas mruczal pod nosem

— Taaaak. Watpie, bardzo watpi¢, zebym to przezyl. ..

— Przydataby si¢ lektyka — odpowiadam.

— Tu nawet w lektyce nie datoby si¢ przezyc.

A potem w obozie, stojac przed namiotem z kubkiem herbaty w dto-
ni i oczywiscie z nieodlacznym papierosem powtarzal: ,No picknie,
pieknie. . .”
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Nie ma juz starych chat, na ktore mozna byto trafic¢ jeszcze 30 lat temu.

Woda

Woda zawsze podczas wldczeg byla problemem. Picie jej z rzeki na ogét
nie wchodzito w gre. Co prawda zdarzalo si¢, Ze piliSmy rzeczng wode,
uwazajac, ze od biedy nadaje si¢ do picia po kilkunastominutowym goto-
waniu, na ogét jednak braliSmy wode ze studni.

Biwakowalo si¢ zwykle daleko od domostw i wode trzeba byto nosi¢ ze
soba. Wi6czyliSmy sie po Puszczy Rominckiej. Przy samej granicy. Chtopi
pracujacy na polu wsréd laséw méwili: ,,Panie, tam dalej juz niczego nie
ma. Tylko granica”.

Zapadal zmierzch. Gdzie§ ok. dziewigtej wieczorem postanowiliSmy
rozbi¢ oboz.

Ale potrzebna byla woda. Profesor chwycit kanister i poszedt jej szukac.
Po drodze mijaliSmy jakie$ strumyki, ale ich brzegi byly tak grzaskie, ze
pobranie wody odktadaliSmy do czasu biwakowania.

Profesor zaglebit si¢ w las, a ja zaczatem rozbija¢ namiot. Mingto z p6t
godziny, Profesora nie bylo. Zaczeto sie robi¢ ciemno.
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Sytuacja nie byla wesota. Wokét byt zwarty las. Punktéw orientacyjnych
brakowato. Bo cho¢ czerwcowy dzien jest dlugi, to przeciez storice w koricu
zachodzi.

A my byliSmy w pasie granicznym, w ktérym w czasach PRL nie wolno
bylo przebywac bez przepustek.

Mija prawie godzina — nawiedza mnie widok pokoju w straznicy WOP.
Lampa na biurku, go$¢ w zielonym mundurze i Profesor siedzacy naprze-
ciw. Wydaje mi si¢, ze obaj palili.

Mija kolejny kwadrans i obraz w mojej wyobraZni nieco si¢ zmienia. Na
Scianach pokoju pojawiaja si¢ plakaty z hastami pisanymi cyrylica. I zdaje
sie, ze ustniki papierosdw tez byly troche inne, takie bardziej ptaskie.

Nagle stysze w lesie trzask famanych gatazek. Zbliza si¢. Ciekawe, ilu
ich idzie. . .

Na polanke wchodzi Profesor — sam, bez towarzystwa wopistéw. Za
to z pigciolitrowym kanistrem pelnym wody. Co prawda wrécit zupelnie
z innego kierunku niz ten, w ktérym poszedt. Ale wrécit! I to z woda.

Jakim cudem po ciemku, bez kompasu, trafit z powrotem do obozu —
nie mam poje¢cia. On chyba tez nie bardzo wiedzial.

Wiejski sklep

W czasach PRL, w co bardziej odlegtych od cywilizacji wsiach ludno$¢ ku-
powala najpotrzebniejsze produkty zywnosSciowe w tzw. Punktach Sprze-
dazy Pomocniczej. Byly to sklepy mieszczace si¢ w prywatnej chatupie
i obslugiwane przez wlasciciela tejze. Oczywiscie ich wystrdj i oferowany
asortyment byly do$¢ ubogie. A godziny otwarcia zalezaly od intensyw-
nosci prac polowych. Nieraz zdarzalo si¢ nam styszec¢: ,,Panie, sklepowa
tera je w polu. IdZta na pole — i jak jom znajdziecie — to przyndzie i wom
sprzeda”.

Ale oczywiscie istniaty tez normalne sklepy. Na ogét jednak kupowanie
tam nie nalezato do fatwych. Chleb bywat raz dziennie i cz¢sto juz go nie
bylto albo jeszcze nie byto.

Pamigtam, jak w Grzmiacej (na Pomorzu Zachodnim) czekaliSmy z Pro-
fesorem na przywoéz chleba p6t dnia — nie majac pewnosci, ze dla nas
starczy. Bo z nami czekalo p6t wsi. OczywiScie nikt si¢ nie spieszyt i nikt
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nie denerwowal. Storice §wiecito, muchy leniwie bzyczaly — mozna byto
poleze¢ na trawie, pogadac, ustysze¢ plotki, zdrzemna¢ sie. . .

Jaki$ osobnik, widzac nasze plecaki, zaproponowal prace u siebie na
budowie. ,,ChodZcie do mnie na budowe — robota «nie chodzona» i jeszcze
zarobicie. Co bedziecie za darmo takie ciezary dZzwigac”.

Jasne jest, ze w lecie szukano w tych sklepach czegos$ do picia. Z reguly
nie bylo niczego. Cho¢ zdarzat si¢ czasem szampan w czasie Zniw (zapewne
byt to biad w rozdzielniku).

Dopiero koniec PRL-u przyniést zmiang. W kazdym wiejskim sklepie
bylo piwo. A przedtem jedynie bywato.

Na drodze pojawia si¢ posta¢ w wojskowym szynelu i rogatywce. Twarz
zaro$ni¢ta troche, ale wida¢ na niej skupienie i determinacj¢. Ostatnia
przeszkoda — cztery stopnie schodéw prowadzacych do sklepu.

Jakby nie mogli budowac tych sklepéw troche nizej! Grawitacja niestety
daje znac o sobie — szturm z marszu, odwrét. I znéw atak. Za czwartym
razem upodr i meczace pragnienie triumfuja. Szynel, dyszac cigzko, wtacza
sie do sklepu. Bez zbednych wstepow przechodzi do rzeczy:

— Piwo jest?!

— Nie ma — odpowiada monotonnym glosem sklepowa.

— Wiadomo — nigdy nie ma. Pani da dwie butelki.

OczywiScie chodzito o butelki wina — bo juz ustaliliSmy, ze piwa nie byto.

Wino w sklepie wiejskim stalo zawsze na swoim miejscu w réwnym
szeregu, prezentujac dumnie naklejki z eleganckim, zamaszystym napisem
LWino”.

Tu musimy mtodszym czytelnikom wyjasnié, ze chodzito o wino marki
,»Wino”. Proces produkcji tego napoju réznit si¢ nieco od procesu produkcji
klasycznego wina. Otéz alkohol w tym napoju nie pojawial si¢ w wyniku
fermentacji, a w procesie tzw. alkoholizacji, co, méwiac krétko, oznaczato
dodawanie spirytusu do plynu ziozonego z wody i soku ré6znych owocow.
W ten sposéb produkowano szybciej i taniej, zaspokajajac w pelni potrzeby
dos¢ licznego spoteczenistwa.

Co prawda niektdérzy oddzielali potem cenna czg$¢ tej mieszaniny od
bezwartoSciowej reszty w procesie destylacji, ale wigkszo§¢ nabywcow nie
dysponowata ani odpowiednia aparatura, ani wystarczajaca cierpliwoscia.

Natomiast nasz kombatant, wsunawszy obie butelki do przepastnych
kieszeni szynela, ostroznie skierowat si¢ do wyjscia, aby ,,doktadajac na-
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lezytej starannosci” bezpiecznie (wszak na poktadzie znajduje si¢ cenny
fadunek) sforsowac zto§liwie zaprojektowane przez architekta stopnie.

Nie opréznit butelek zaraz po wyjsciu ze sklepu (co byto w zwyczaju
wickszosci nabywcéw tego produktu) — tylko wolnym, acz stanowczym
krokiem podazat ku swemu przeznaczeniu. Na pierwszym zakrecie prze-
znaczenie prawdopodobnie zrewidowalo swoje plany i szynel spoczat pod
drzewem. Tu tez oprdznit pierwsza butelke i po mozolnym procesie stawa-
nia na dwéch nogach udat si¢ w dalsza podréz.

Koichi

Kilka razy w wyprawach towarzyszytl nam Japoriczyk — Koichi Kuya-
ma. (Nie bede tutaj przyblizal jego sylwetki, bo obszerne publikacje
omawiajace jego liczne dokonania i zastugi dla popularyzacji kultury pol-
skiej w Japonii mozna znaleZ¢ w internecie, m.in. w Wikipedii.)

Koichi byt cztowiekiem ciekawym $wiata i nietrudno go byto naméwic
na nasze wyprawy. Poza tym byl niezwykle sympatyczny i obaj z Profeso-
rem bardzo go lubiliSmy. Dzielnie znosit spartariskie warunki bytowania
imordercze marsze. Fascynowata go egzotyka PRL-u i po 1989 roku uznat,
ze Polska przestaje by¢ interesujaca, bo stopniowo obejmuje ja uniformi-
zacja §wiata zachodniego. Czyli wszedzie to samo — coca-cola itd.

Kiedy$ wiéczylismy sie wzdtuz Warty w okolicach Smietowa (nie mo-
gli§my ominaé muzeum, bo Koichi byl przeciez znawca Mickiewicza).

Dotarli§my p6Znym popotudniem do Pyzdr. Upat byt spory. Na rynku
w Pyzdrach byla jakas knajpa, gdzie liczne towarzystwo raczylo si¢ piwem.

Piwo bylo beczkowe. WypiliSmy po kilka kufli i ruszyliSmy szukad
miejsca na nocleg. To znaczy poszliSmy nad rzeke szuka¢ miejsca na
biwak. Troche to niestety trwato, bo w poblizu Pyzdr nie byto porzadnej
ostrogi narzece. A ja szukalem miejsca, gdzie mozna bylo zarzuci¢ wedke.

Profesor i Koichi z anielska cierpliwoscia znosili uciazliwoSci mojego
natogu. Koichi zreszta wybierat si¢ czasem ze mng na ryby i uwazal, ze
jest to doskonaly sposéb na spedzanie wolnego czasu. Nic si¢ nie robi,
a réwnoczesnie stwarza pozory dziatania, co odpedza wyrzuty sumienia
wywolane préznowaniem. Gdyby jeszcze te ryby braly. . .
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Tym razem Koichi przezywat jednak katusze, bo wypite piwo powodo-
walo, ze ledwie mogt i$¢. I cata droge gtosno wyrzucal sobie, ze niepo-
trzebnie skusit si¢ na kolejny kufel.

Chyba w 1987 roku byliSmy na Bagnach Biebrzanskich. I po dosy¢
ciezkim przejéciu przez trz¢sawiska wyladowaliSmy (idac wzdtuz linii te-
lefonicznej) na leSniczowce u pana CieSliniskiego.

W PRL-u istniato co$ takiego jak lasy prywatne, ale podlegaly one
administracji paistwowej. Ciesliniski byt leSniczym w Zarzadzie Laséw
Niepanstwowych. Wlasciciele, chcac wycia¢ drzewo, musieli otrzymac
zgode leSniczego. [ wlasnie na procedure wyrazania takiej zgody trafiliSmy.

W wielkiej izbie siedziato paru facetow przy stole. Oczywiste jest zatem,
Ze na stole stata wodka i jakie§ konserwy rybne. Bez zbednych ceregieli
zaproszono nas do stofu.

ByliSmy glodni, bo prowiant nam si¢ skoriczyt dobg wcze$niej i rano
ugotowaliSmy tylko resztki ryzu, ktére mial w plecaku Koichi.

Poza tym byliSmy tez nieZle zmeczeni parogodzinnym marszem przez
bagna. Kilka kieliszkéw woédki szybko nas roztozyto. Lesniczy i jego
interesanci pojechali do lasu, a my zostaliSmy sami.

Przedtem Ciedlifiski poprosit nas, zebySmy si¢ rozgoscili, a poniewaz
byt juz wieczor, potozyliSmy si¢ spac. Le$niczy ostrzegt nas, zebySmy nie
wychodzili na dwdr, bo spuscit psy.

W nocy Koichiego obudzito straszliwe pragnienie. Nie mdégt w kuchni
znalez¢ wody, wiec postanowit i$¢ do studni. Na szczeScie ja tez si¢ obudzi-
fem i kazalem mu wracac do t6zka, bo psy lesniczego to nie byly ratlerki.

Biedny Koichi, marzac o szklance wody, postusznie potozyl si¢ znowu.

Lesniczy wrdcit nad ranem, a raczej dowieziono go i ztozono na kanapie
w kancelarii.

Sniadanie jedlismy juz wszyscy razem, wystuchujac zlorzeczeri pod
adresem wodki i obietnic, ze juz nigdy wigcej. . .

Wtedy nie bylo z nami Profesora, ale wspominam o tym m.in. dlatego,
ze Profesor na lesniczowce CieSlifiskiego p6Zniej bywal. A bylo to czasy,
kiedy o agroturystyce nikt jeszcze nie styszal. Osobnicy tam si¢ pojawiajacy
i dobrowolnie taplajacy si¢ w bagnie byli traktowani przez miejscowych
jako nieszkodliwy, acz mocno zmutowany dodatek do miejscowej fauny,
zdominowanej przez tosie, wilki i zdziczale bydfo.
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Benzyna

Benzyna byta réwnie wazna jak woda. Uzywali§my benzynowej maszynki
do gotowania. To byt radziecki Juwel. Maly, lekki, poreczny i nieskompli-
kowany. Dlaczego benzyna, a nie gaz?

Bo w tamtych latach nie mozna bylto dosta¢ leciutkich kartuszy gazo-
wych. A butla z gazem wazyla pare kilograméw. Poza tym, z nabijaniem
butli byl problem, a benzyne mozna byto dosta¢ wszedzie.

Juwel pracowal na zwyklej benzynie do samochodéw. Podobno palit
réwniez ropg (nie prébowalismy). Nie chciat pali¢ tylko nafty przeznaczo-
nej do prymuséw benzynowych i benzyny aptecznej.

Prymus terkotal trzy razy dziennie. Rano przed zwinigciem obozu.
W dzien, kiedy robiliSmy przerwe¢ w marszu na obiad, i wieczorem. Ale
wieczorem pracowal najdluzej. Palnik i ruszt rozzarzaly si¢ do czerwo-
nosci. A prymus wydawatl odglosy podobne do ryku silnika startujacego
odrzutowca. Palily si¢ nawet opary ulatujace zaworem bezpieczefistwa ze
zbiorniczka z benzyna. Zawsze dziwilo nas, ze to wszystko nie eksplodo-
walo.

Herbaty si¢ nie parzyto, tylko gotowato. Na kipigca wode¢ sypato sie¢
herbate i przez kilka minut gotowato. Herbata byta ciemna jak kawa, troche
gorzka i miala cierpki posmak. Wieczorne picie herbaty to byt rytuat bez
korica, bo w ciagu dnia picie ograniczaliSmy. Podczas marszu nie piliSmy
w ogoble, bo wychodziliSmy z zaloZenia, ze picie w marszu bardzo osta-
bia. To jest oczywiscie sprzeczne z medycznymi zaleceniami i w zadnym
wypadku nie nalezy nas nasladowac.

Wiele rzeczy, ktore robiliSmy, byto wbrew zaleceniom. Na przyktad
benzyna przydawata si¢ nie tylko jako paliwo do prymusa. Stuzyla réwniez
do usuwania kleszczy. Wyjmowalo si¢ ich nieraz kilka dziennie. Sposéb
byl bardzo prosty. Smarowalo si¢ kleszcza benzyng i po chwili mozna go
bylo bez trudu odczepi¢ w catosci. Nauczylem sie tego od Rosjan, ktérzy
mieli doS§wiadczenia z kleszczami na Syberii.

Park Solacki

Profesor nie nalezy do oséb wylewnych. Co bardzo u niego ceni¢. Nigdy
nie okazywal szalonego entuzjazmu podczas naszych wyjazdéw, ale trudno
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Z logikiem w puszczy

mu byto ukryé niezadowolenie, kiedy ,.disneyland” zawtaszczal obszar, na
ktérym spodziewali§my si¢ przynajmniej ztudzenia braku naszej cudowne;j
cywilizacji.

Tak bylo w rezerwacie Weze niedaleko Dziatoszyna. Bytem tam z 10 lat
wczesniej. Nie bylo zywej duszy. Tylko las i jaskinie. Teraz trafiliSmy na
wesote miasteczko — szkolne wycieczki, budki z zapiekankami i wesota
muzyka.

Podobnie byto w Staiiczykach (stynne wiadukty). Samochody, parkingi,
hatas.

Dzisiaj réwniez Bagna Biebrzanskie opanowane sa przez turystow.
Co krok gospodarstwo agroturystyczne, przewodnicy, ktadki na bagnach,
drony. Brakuje zdalnie sterowanych tosi, chociaz s3 na pewno fosie na eta-
cie Parku, ktérych praca polega na pokazywaniu si¢ o okre§lonej godzinie
turystom.

Kiedy$ wracaliSmy z wiéczegi po Mazurach Garbatych i rozbiliSmy
ostatni obdz nad jakim§ jeziorem. Niedaleko byla wie§, obok drewniane
pawilony harcerskiego obozu. Co prawda byto pusto, ale mimo to humory
mieliSmy wisielcze. Profesor rozejrzat si¢ wokét i pokiwat gltowa.

— Cholera, zupetnie jak w Parku Sotackim.

Czerwony plecak

Profesor chodzit zawsze z czerwonym plecakiem. O ile dobrze pamigtam,
kupionym chyba w Londynie. Tak czy owak, plecak byt zawsze wypchany
do granic mozliwosci. Co prawda trzymaliSmy si¢ zasady, zeby waga ple-
caka nie przekraczata 16 kilograméw (takie, wydaje mi si¢, byly limity na
bagaze lotnicze w latach 70. i chyba stad si¢ to wzigto). Ale w praktyce
nasze plecaki wazyly wigcej.

Noszenie nie byto problemem. Jak si¢ juz maszerowalo, to jako§ szlo.
Szczegdlnie wtedy, kiedy droga byta tatwa. Potrafili§my wtedy maszerowaé
godzinami, nie robigc postojow. Profesor czesto szedt pierwszy, zatopiony
w mySlach. Widziatem przed soba czerwony plecak i jego miarowy krok.

Gorzej bylo, kiedy trzeba bylo przedziera¢ si¢ przez zabagniony i za-
krzaczony teren. No i najtrudniejsze bylo zaktadanie ci¢zkiego plecaka.
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Czekali$my chyba na autobus do Sieradza. Autobus podjechat, Profesor
zarzucil plecak na grzbiet i skrzywit si¢ z bélu. Niestety, kontuzja okazata
si¢ powazna.

To byta nasza ostatnia wspdlna widczega. Pozostaly wspomnienia i §wia-
domo$¢ przemijania. . .

Mirostaw Gorny
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Czesé I1.
Pracownik Jerzy Pogonowski



W tej czgsci prezentujemy dorobek prof. Jerzego Pogonowskiego. Za-
faczone tutaj listy — publikacji, sporzadzonych recenzji, wypromowanych
doktoratéw oraz projektow badawczych, w ktérych prowadzeniu brat udziat
Jubilat — zostaly opracowane na podstawie redagowanej przez Niego strony
internetowej http://logic.amu.edu.pl/index.php/Jerzy_
Pogonowski_—_Curriculum_Vitae.
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2003

Po co metalogika lingwistom? (What do linguists need metalogic for?)
In: S. Gajda (Ed.) Jezykoznawstwo w Polsce. Stan i perspektywy. Polska
Akademia Nauk — Komitet Jezykoznawstwa, Uniwersytet Opolski —
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simowa Exercises in set theory, mathematical logic and theory of
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Ajdukiewicza, Witolda Doroszewskiego, Tadeusza i Janiny Kotarbiri-
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thematics and History of Logic. Peter Lang GmbH Internationaler Verlag der
Wissenschaften, Frankfurt am Main 2011. Series: Polish Contemporary Philoso-
phy and Philosophical Humanities 1 (edited by Jan Hartman). 338 pages. ISBN
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tis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae
Pertinentia V, 143-152.
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The Polish School of Argumentation: A Manifesto. Co-author, with
Katarzyna Budzyriska et. al. Argumentation vol. 28, issue 3, 267-282.
Twdrcza rola patologii w matematyce (Creative role of pathologies
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Functionenlehre. Journal fur die reine und angewandte Mathematik
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Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia VI, 153-166.
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Matematyka i Humanistki (Mathematics and the Humanists). In:
R. Murawski (Ed.) Filozofia matematyki i informatyki. Copernicus
Center Press, Krakéw, 273-290.
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20. In: Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad
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Thesaurus Gentium & Linguarum. A Festschrift to honour Professor
Alfred F. Majewicz. Jezeli P To Q, Poznan 2016, 295-304.
Pojeciowy obraz §wiata w matematyce (A conceptual world-view in
mathematics). In: Wach, S., Buczek, K., Knapik, A., Chruszczewski,
P. (Eds.) Jezyk, Kultura, Komunikacja. Prace Komisji Nauk Filolo-
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Kontekst przekazu w matematyce (The context of sharing mathema-
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Mathematische Annalen 5, 123-132. In: Annales Universitatis Pa-
edagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Per-
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Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Ma-
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edagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Per-
tinentia 9, 85-98.

Translation (German — Polish) of: Richard Dedekind Stetigkeit und
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In: Garrido A., Wybraniec-Skardowska U. (Eds.), The Lvov-Warsaw
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Wien—Ziirich, 114 pages.

A note on intended and standard models. Studia Humana 9(3—4),
131-139.
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Lista recenzji
2009

. JANUSZ MACIASZEK: Znaczenie, prawda, przekonania. Problematyka
znaczenia w filozofii jezyka. (H) (F), Uniwersytet 16dzki.

2008

. WoiciecH Dzik: Unification types in logic. (H) (F), Uniwersytet War-
szawski.

2007

. WLADYSLAW ZABROCKI: Psychologizm i socjologizm w dziejach trans-
Jormacyjno-generatywnej refleksji nad jezykiem. (H) (J), Uniwersytet
im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

. Protr Lukowsk1: Paradoksy. (H) (F), Uniwersytet 16dzki.

2006

. DOROTA LESZCZYNSKA: Metoda dowodow sokratycznych dla normal-
nych modalnych rachunkow zdaniowych. (D) (F), Uniwersytet Zielo-
nogorski. Andrzej Wisniewski.

. RENATA BOTVINA: The perfect language — the perfect state. Francis
Bacon and the dawn of the universal language movement in England.
(D) (J), Uniwersytet w Bialymstoku. Halina Swiqczkowska.

. ROBERT PIECHOWICZ: Relacja bliskosSci znaczen na poziomie leksyki.
(D) (F), Papieska Akademia Teologiczna, Krakéw. Michat Heller.

2005

. P1oTR WASILEWSKI: O wybranych relacjach podobieristwa i ich zasto-
sowaniach w naukach kognitywnych. (D) (F), Uniwersytet Jagielloniski.
Jerzy Perzanowski.

. Ewa Jarmorowicz-Nowikow: Niewerbalne akty mowy. Empiryczne
badania pragmalingwistyczne. (D) (J), Uniwersytet im. Adama Mic-
kiewicza w Poznaniu. Tadeusz Zgétka.

. WU WEI-CHING: The liberated journey of transcending life and death.
Research of Zhuangzi’s views on life and death and his idea of the libe-
rated journey. Studies. (D) (J), Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu. Alfred Majewicz.
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2004

. JOANNA GRYGIEL: The concept of gluing for lattices. (H) (F), Uniwer-

sytet Wroclawski.

2003

. MAREK NOWAK: Formalna reprezentacja pojecia sqdu dla zastosowar

w teorii aktow mowy. (H) (F), Uniwersytet t6dzki.

. TomAsz PuczYLOWSKI: Zastosowanie formalnych uje¢ implikatury do

analizy wybranych probleméw epistemologicznych. (D) (F), Uniwer-
sytet Warszawski. Mieczystaw Omyta.

2002

. AGNIESZKA KRZEMINSKA: Pragmalingwistyczne srodki perswazji jezy-

ka polityki. (D) (J), Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.
Tadeusz Zgébtka.

2001

. MAR1UsZ URBANSKI: Tabele syntetyczne a logika pytan. (D) (F), Uni-

wersytet Zielonogérski. Andrzej Wisniewski.

. ANDRZEJ PIETRUSZCZAK: Metamereologia. (H) (F), Uniwersytet Mi-

kotaja Kopernika w Toruniu.

. ROMAN MATUSZEWSKI: Computer checked mathematical texts presen-

ted in natural language. (D), Politechnika Wroctawska. Nostryfikacja
dyplomu (informatyka).

. MAcies Gaca: Czasowy model swiata w piktografii ludu Naxi. (D) (J),

Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Alfred Majewicz.

1999

. PIoTR WIERZCHON: Ku gramatyce deklinacyjnej jezyka polskiego. Teo-

retyczne i praktyczne aspekty formalizacji opisu fleksyjnego. (D) (J),
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Jerzy Baninczerow-
ski.

. KrRzYSzZTOF WIECZOREK: Skutecznos¢ komunikacji w perspektywie

teorii aktow mowy. (D) (F), Uniwersytet Slgski. Marek Tokarz.



Lista recenzji

. DOROTA BRrRZOZOWSKA: Jezykowo-kulturowe aspekty dowcipow pol-
skich i angielskich. (D) (J), Uniwersytet Opolski. Stanistaw Gajda.

. HALINA SWIECZKOWSKA: Harmonia linguarum. Jezyk i jego funkcje
w filozofii Leibniza. (H) (J), Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu.

1998

. MAcCIEJ] KARPINSKI: Psycholingwistyczne aspekty komunikacji czto-
wiek-komputer. (D) (J), Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Po-
znaniu. Piotra Lobacz.

1997

. MIEczYyst.aw OMYLA: wniosek o nadanie tytutu profesora nauk huma-
nistycznych (P) (F), Uniwersytet Warszawski.

1993

. KrRzyszTOoF SZYMANEK: Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Po-
znaniu. (D) (F), Uniwersytet Slqski. Marek Tokarz.

. JERZY LACINA: Teoretyczne podstawy budowy arabsko-polskiego stow-
nika rekurencyjnego. (D) (J), Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu. Alfred Majewicz.

1990

. WIESLAW BANYS: Théorie sémantique et Si. .. Alors. Aspects séman-
tico-logiques de la proposition conditionelle. (H) (J), Uniwersytet
Warszawski.

. ANDRZEJ WOICIK: Presupozycje w pragmatyce formalnej. (D) (F),
Uniwersytet Slaski. Marek Tokarz.

. ZYGMUNT VETULANI: Lingwistyczne problemy komunikacji cztowiek-
maszyna w jezyku naturalnym. (H) (J), Uniwersytet im. Adama Mic-
kiewicza w Poznaniu.

1986

. JERZY BOGUCKI: Angielski i polski jezyk nauki — préba sformalizo-
wanej i kontrastywnej analizy akapitu w tekstach naukowych. (D) (J),
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. (D) (J), Uniwersytet
Warszawski.
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2. 1zABELA SOBCZAK: Z zagadnieni rozwoju stowotwdrstwa jako pod-
stawy analizy semantycznej wyrazu. (D) (J), Uniwersytet Warszawski.

,,Superrecenzje’” dla CK

W tych przypadkach nie ujawnia si¢ danych osobowych. Pracownik
Pogonowski wykonat kilka takich recenzji (F), (J).
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Lista wypromowanych doktoratow

1. MICHAL LIPNICKI: Jezykowe i filozoficzne uwarunkowania logiki bud-
dyjskiej. Instytut Jezykoznawstwa UAM, 2014.

2. VICTORIA KAMASA: Jezykowa definicja sytuacji w tekstach katolickich
rytuatow obrzedow przejscia. Instytut Jezykoznawstwa UAM, 2010.

3. MARCIN JUNCZYS-DOWMUNT: Niemieckie rzeczowniki ztoZone i ich
polskie odpowiedniki. Automatyczna ekstrakcja, analiza i weryfikacja
na podstawie korpusow réwnolegtych. Instytut Jezykoznawstwa UAM,
20009.

4. SLAWOMIR SIKORA: Pragmatyczna analiza spojnikow prawdziwoscio-
wych. Instytut Jezykoznawstwa UAM, 2000.

5. WropzIMIERZ LAPIS: Wybrane problemy algorytmizacji i automaty-
zacji opisow fonologicznych. Instytut Jezykoznawstwa UAM, 1999.

6. ANNA PIETRYGA (née LUCHOWSKA): Model uniwersalnej matrycy se-
mantycznej i jego filozoficzne implikacje. Instytut Filozofii UAM, 1994.

7. DOROTA LipowskA (née ToMcCzZAK): Metody komputerowej analizy
Jjezyka naturalnego. Instytut Jezykoznawstwa UAM, 1988.
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Udzial w projektach badawczych

1. Aksjomaty ekstremalne: aspekty logiczne, matematyczne i kogni-
tywne (kierownik).

2016-2018. Narodowe Centrum Nauki (OPUS). Zaktad Logiki i Ko-
gnitywistyki UAM (Instytut Psychologii, Wydziat Nauk Spotecznych).

2. Ciagloéé i liczby rzeczywiste. Eudoksos — Dedekind — Conway (wy-
konawca).

2010-2012. Kierownik: prof. Piotr Btaszczyk, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Pedagogiczny im. KEN w Krakowie.

3. KBN 2HO01A 00725 Metody nieskoniczonos$ciowe w teorii definicji
(wykonawca).

2004-2006. Kierownik: prof. Janusz Czelakowski, Instytut Matema-
tyki i Informatyki, Uniwersytet Opolski.

4. 1THO1A 01116 Logika niefregowska. Podstawy i zastosowania (wy-
konawca).

2001. Kierownik: prof. Mieczystaw Omyla, Zaktad Logiki, Uniwersy-
tet Warszawski.

5. CPBP 08.15. Struktura logiczna rozumowan niesformalizowanych
(wykonawca).

1986-1990. Kierownik: prof. Ryszard W¢jcicki, Instytut Filozofii i So-
cjologii PAN.
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